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藪友良 

初版(第 2刷)以降に追加した練習問題 

初版(第 2刷)以降に掲載された追加問題になります。 

 

3章の練習問題 

13. ★単回帰モデル𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑋𝑖 + 𝑢𝑖における残差𝑢̂𝑖の性質を考えよう。 

(a) 𝑢̂𝑖 = 𝑢𝑖 − (𝛼̂ − 𝛼) − (𝛽̂ − 𝛽)𝑋𝑖を示せ。 

(b) 𝐸[𝑢̂𝑖
2] = 𝜎2(1 − ℎ𝑖𝑖)を示せ。ここで、ℎ𝑖𝑖はレバレッジと呼ばれ、 

ℎ𝑖𝑖 =
1

𝑛
+

(𝑋𝑖 − 𝑋̄)2

∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̄)2𝑛
𝑖=1

 

と定義される。なお、ℎ𝑖𝑖は 0 以上 1 以下であり、1 に近いほど、i番目のデータ𝑋𝑖が他のデ

ータに比べて異なることを意味する(ℎ𝑖𝑖が 1に近いと外れ値の可能性あり)。 

(c) 𝐸[∑ 𝑢̂𝑖
2𝑛

𝑖=1 ] = (𝑛 − 2)𝜎2、𝐸[𝑠2] = 𝜎2を示せ。Hint: ∑ ℎ𝑖𝑖
𝑛
𝑖=1 = 2 

(d) 標準化残差𝑢̅𝑖をを(1 − ℎ𝑖𝑖)−1/2𝑢̂𝑖をと定義する。このとき、𝐸[𝑢̅𝑖] = 0を、𝐸[𝑢̅𝑖
2] = 𝜎2をを示せ。

𝜎2の新たな推定量を𝑠2 =
1

𝑛
∑ 𝑢̅𝑖

2𝑛
𝑖=1 としたとき、𝑠2が不偏性を満たすことを示せ。 

 

5章の練習問題 

14. ★(a)～(e)において、多重共線性が生じる理由を述べよ。 

(a) 勤続年数が分からないため、勤続年数=年齢－教育年数－6 として計算した。説明変数

は、年齢、教育年数、勤続年数とする。 

(b) 説明変数は、ダミー変数𝐷𝑖、その 2乗𝐷𝑖
2とする。 

(c) 説明変数𝑋1𝑖は、すべて 0となる変数とする。 

(d) 説明変数𝑋1𝑖は、すべて 1となる変数とする。 

(e) 説明変数の数𝐾はサンプルサイズ𝑛以上となる(𝑛 ≤ 𝐾)。 

15. ★ モデルは𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝑋𝑖 + 𝛽2𝑊1𝑖 + 𝛽3𝑊2𝑖 + 𝑢𝑖だが、単回帰モデル𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝑋𝑖 + 𝑢𝑖
∗を

推定したとする(ただし、𝑢𝑖
∗ = 𝛽2𝑊1𝑖 + 𝛽3𝑊2𝑖 + 𝑢𝑖)。 

(a) OLS推定量𝛽̂1の期待値は、次式になることを示せ。 

𝐸[𝛽̂1]   =   𝛽1 + 𝛽2   
𝑠𝑋𝑊1

𝑠𝑋
2 + 𝛽3   

𝑠𝑋𝑊2

𝑠𝑋
2  

ただし、𝑠𝑋𝑊1
は𝑋と𝑊1との標本共分散、𝑠𝑋𝑊2

は𝑋と𝑊2との標本共分散である。 

(b) 𝛽2と𝑠𝑋𝑊1
が同じ符号なら𝐸[𝛽̂1]  >   𝛽1となるか。 

 

 

 



6章の練習問題 

15. ★ 所得𝑌𝑖の自然対数であるln (𝑌𝑖)を分析したい。 

(a) 男性所得の対数の平均は 6.2、女性所得の対数の平均は 5.9 とする。この結果から、男

性は女性より所得が平均 30%高いといえるか。Hint: 𝑌の幾何平均は(𝑌1 × 𝑌2 × … × 𝑌𝑛)1/𝑛と

定義される1。 

(b) 被説明変数を所得の対数、説明変数を教育年数としたところ、係数は 0.1と推定され

た。この結果から、教育年数が 1年増えると、所得は平均 10%増えるといえるか。 

 

8章の練習問題 

9.  7 章例 7-2 では、𝑌𝑡 = 𝛼 + 𝛽𝑌𝑡−1 + 𝑢𝑡を推定した。ここで、𝑌𝑡−1は非確率変数とした仮定

は妥当か。 

10. ★説明変数は確率変数ではあるが、外生変数としよう(つまり、𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑢𝑖) = 0 )。この

とき、OLS 推定量は一致性を満たすが、不偏性は満たさないことを示せ。Hint: 𝑛が大きく

なると、平均は期待値に収束し、標本分散は分散に収束するとする(『入門 実践する統計

学』(巻末参考文献[5])の 5.2、5.3節参照)。 

 

9章の練習問題 

10. ★ 均一分散が正しい状況を考えよう(𝐸[𝑢𝑖
2] = 𝜎2 )。ただし、誤差項は互いに独立とす

る。この問題では、均一分散が正しい状況のもとで、不均一分散に対して頑健な分散の推

定量の性質を調べ、推定量を改善する方法を考察する。 

(a) 不均一分散に対して頑健な分散の推定量𝑠𝛽̂
2は、真の分散より小さくなること、つまり、

次式が正しいことを示せ。 

𝐸 [
∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̄)2𝑢̂𝑖

2𝑛
𝑖=1

(∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̄)2𝑛
𝑖=1 )

2] <
𝜎2

∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̄)2𝑛
𝑖=1

 

Hint: 練習問題 3.13(b)から 𝐸[𝑢̂𝑖
2] = 𝜎2(1 − ℎ𝑖𝑖)となる。なお、ℎ𝑖𝑖はレバレッジである。 

(b) Stata では、不均一分散に対して頑健な分散の推定量として、次の推定量𝑉̂𝐻𝐶1を用いて

いる。 

𝑉̂𝐻𝐶1 =
𝑛

𝑛 − 2

∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̄)2𝑢̂𝑖
2𝑛

𝑖=1

(∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̄)2𝑛
𝑖=1 )

2 

    この推定量𝑉̂𝐻𝐶1の是非を述べよ。Hint: 練習問題 3.13(c)から∑ ℎ𝑖𝑖
𝑛
𝑖=1 = 2となる(よって、

平均は2/𝑛)。 

(c) 標準化残差𝑢̅𝑖 = (1 − ℎ𝑖𝑖)−1/2𝑢̂𝑖を用いた次の推定量𝑉̂𝐻𝐶2を考えよう。 

 
1 幾何平均は、平均変化率を求めるのに便利な指標である。たとえば、株価の変化率が 70%、-20%、10%としよう。

このとき、株価は 1.7倍、0.8倍、1.1倍となるので、幾何平均は(1.7 × 0.8 × 1.1)1/3 = 1.14となる。これに対して、通

常の平均は1.2(= (1.7 + 0.8 + 1.1)/3)となる。幾何平均は1.7 × 0.8 × 1.1 = 1.143となり、平均変化率として適切である

ことがわかる。一方、平均は1.7 × 0.8 × 1.1 < 1.23となり、平均変化率を過大に評価し不適切である。 



𝑉̂𝐻𝐶2 =
∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̄)2𝑢̅𝑖

2𝑛
𝑖=1

(∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̄)2𝑛
𝑖=1 )

2 

   この推定量𝑉𝐻𝐶2の是非を述べよ。Hint: 標準化残差は練習問題 3.13(d)参照 

(d) これらの推定量のうち、どれが望ましいといえるか。 

11. ★ レバレッジが大きくなるケースを考えよう。回帰モデルは𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝐷𝑖 + 𝑢𝑖とし、

𝐷𝑖をはダミー変数とする。なお、∑ 𝐷𝑖
𝑛
𝑖=1 = 1を、𝐸[𝑢𝑖

2] = 𝜎2を、𝐸[𝑢𝑖𝑢𝑗] = 0をとする。∑ 𝐷𝑖
𝑛
𝑖=1 = 1

とは、ある𝑖でだけ𝐷𝑖 = 1となるが、それ以外はすべて 0 となることを意味する(『入門 実

践する統計学』(巻末参考文献[5])12.4.1節の一時的ダミーに該当する)。 

(a) 説明変数の偏差 2乗和は、次のようになることを示せ。 

∑(𝐷𝑖 − 𝐷̄)2

𝑛

𝑖=1

=
𝑛 − 1

𝑛
 

(b)  𝛽̂の分散は次のようになることを示せ。 

𝑉(𝛽̂) = 𝜎2
𝑛

𝑛 − 1
 

(c) 推定量𝑉̂𝐻𝐶1の期待値は次のようになることを示せ。 

𝐸[𝑉̂𝐻𝐶1] = 𝐸 [
𝑛

𝑛 − 2

∑ (𝐷𝑖 − 𝐷̄)2𝑢̂𝑖
2𝑛

𝑖=1

(∑ (𝐷𝑖 − 𝐷̄)2𝑛
𝑖=1 )

2] =  
𝑉(𝛽̂)

𝑛 − 1
 

Hint: 𝐷𝑖 = 1ならℎ𝑖𝑖 = 1、𝐷𝑖 = 0ならℎ𝑖𝑖 = 1/(𝑛 − 1)となる。 

 

10章の練習問題 

10. ★(8)式のもとで𝑉(𝑢1) = 𝜎2/(1 − 𝜌2)となることを証明せよ。 

 

11章の練習問題 

12. ★固定効果モデル𝑌𝑖,𝑡 = 𝛼𝑖 + 𝛽𝑋𝑖,𝑡 + 𝑢𝑖,𝑡を考える。 

(a) 𝑌𝑖,𝑡 − 𝑌̅𝑖 =  𝛽(𝑋𝑖,𝑡 − 𝑋̅𝑖) + (𝑢𝑖,𝑡 − 𝑢̅𝑖)を示せ。𝑌̅𝑖、𝑋̅𝑖、𝑢̅𝑖は時間平均である(𝑌̅𝑖 =
1

𝑇
∑ 𝑌𝑖,𝑠

𝑇
𝑠=1 、𝑋̅𝑖 =

1

𝑇
∑ 𝑋𝑖,𝑠

𝑇
𝑠=1 、𝑢̅𝑖 =

1

𝑇
∑ 𝑢𝑖,𝑠

𝑇
𝑠=1 )。なお、この式の OLS推定はダミー変数を用

いた固定効果推定と等しい。 

(b) 固定効果推定量が一致性を持つには、強外生性の仮定が必要となる。強外生性は、全時

点𝑡、𝑠に対し𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖,𝑡 , 𝑢𝑖,𝑠) = 0を意味する。なぜ強外生性の仮定が必要かを述べよ。Hint: 

(a)の推定における外生性 

 

 

12章の練習問題 

11. 尤度関数は、パラメータ𝛽にだけ依存しているとする。図では、横軸が𝛽、縦軸が対応

する尤度としている。このとき、ニュートン法で尤度を最大にする𝛽を見つけたい。どの

ような問題が生じるか述べよ。     



  尤度   

 

     

 

 

            

 

13章の練習問題 

11.★ 13.6.2 節では、操作変数の条件②により、𝑋̂𝑖 = 𝛾̂0 + 𝛾̂1𝑍𝑖は𝑢𝑖と無相関とした。しかし、

この説明は𝑛をが小さいとき不正確である。これはなぜか、どうすれば問題に対処できるか。

Hint: サンプル分割 

12.★ 内生性の有無を検証する方法を述べよ。Hint: ハウスマン検定 

13.★ パネル分析においてモデル𝑌𝑖,𝑡 = 𝛼 + 𝛽𝑋𝑖,𝑡 + 𝜃𝑊𝑖 + 𝑍𝑖 + 𝑢𝑖,𝑡をを考える。個別要因𝑍𝑖をを

考慮しながら、係数(𝛽を、𝜃 )を推定したい。誤差項は𝑍𝑖 + 𝑢𝑖,𝑡をである。なお、𝑋𝑖,𝑡をと𝑊𝑖をは𝑢𝑖,𝑡をと

無相関、𝑍𝑖をは𝑋𝑖,𝑡をと相関するが𝑊𝑖をとは無相関とする(𝑊𝑖をは時間を通じて一定の外生変数、𝑋𝑖,𝑡

は内生変数)。係数の推定方法を述べよ。Hint: 操作変数 

14.★ モデルは𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑋𝑖 + 𝑢𝑖であり、操作変数は𝑍𝑖とする。 

(a)2SLS推定量は、次式として表せることを示せ(練習問題 7参照)。 

𝛽̂2𝑆𝐿𝑆 = 𝛽 +
∑ (𝑍𝑖 − 𝑍̅)𝑢𝑖

𝑛
𝑖=1

∑ (𝑍𝑖 − 𝑍̅)(𝑋𝑖 − 𝑋̅)𝑛
𝑖=1

 

(b)2SLS推定量は一致性を満たすことを示せ。Hint: 𝑛が大きくなると、標本共分散は共分散

に収束する。 

15.★異質性を考慮したモデル𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑖𝑋𝑖 + 𝑢𝑖をを考える。係数𝛽𝑖をは個人𝑖をによって異なり、

確率的に決まるとしよう。 

(a) 𝑋𝑖はランダムに決定され、𝛽𝑖、𝑢𝑖をとは独立とする(𝑋𝑖は外生変数)。𝑛が大きいとき、

OLS 推定量𝛽̂は𝐸[𝛽𝑖]に収束することを示せ。また、𝐸[𝛽𝑖]は何を意味するか。Hint: 𝑛が

大きくなると、標本分散と標本共分散は、それぞれ分散と共分散に収束する。𝑋𝑖は𝛽𝑖

とは独立であり、𝐶𝑜𝑣(𝛼 + 𝛽𝑖𝑋𝑖 + 𝑢𝑖 , 𝑋𝑖) = 𝐸[𝛽𝑖]𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖) 

(b) 𝑋𝑖は内生変数であり、𝑋𝑖 = 𝛾0 + 𝛾𝑖𝑍𝑖 + 𝑒𝑖とする(𝑍𝑖は操作変数、𝐸[𝛾𝑖] ≠ 0)。反応度𝛾𝑖は

個人によって異なり、確率的に決まる。𝑍𝑖はランダムに決定され、𝛽𝑖、𝛾𝑖、𝑢𝑖、𝑒𝑖とは

独立とする。𝑛が大きくなると、𝛽̂2𝑆𝐿𝑆は𝐸[𝛾𝑖𝛽𝑖]/𝐸[𝛾𝑖]に収束することを示せ。また、

𝐸[𝛾𝑖𝛽𝑖]/𝐸[𝛾𝑖]は何を意味するか。Hint:  𝑛が大きくなると、 𝛽̂2𝑆𝐿𝑆 は 𝐶𝑜𝑣(𝑍𝑖 , 𝑌𝑖)/

𝐶𝑜𝑣(𝑍𝑖 , 𝑋𝑖)に収束する(練習問題 7参照)。また、𝐶𝑜𝑣(𝑍𝑖 , 𝑋𝑖) =  𝐸[𝛾𝑖]𝑉𝑎𝑟(𝑍𝑖) 

(c) どのようなとき𝐸[𝛾𝑖𝛽𝑖]/𝐸[𝛾𝑖] = 𝐸[𝛽𝑖]は成立するか。 

 

𝛽 


