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2022/10/06  

藪友良  

微分について  

ここでは、微分と偏微分について説明します。微分と偏微分について、十分

に理解している方は、この資料を読む必要はありません。  

 

B.1 微分  

ある値𝑥に対して、別の値𝑓(𝑥)を対応させる関係を 1 変数の関数といいます。

たとえば、𝑓(𝑥) = 4 + 2𝑥、𝑓(𝑥) = 3𝑥2といった 2 つの式は、それぞれ変数 𝑥を𝑓(𝑥)

に対応させる関係であり、 1 変数の関数の例です。  

微分とは、「関数𝑓(𝑥)の接線の傾き」であり、「𝑥を微小に変化させたとき、𝑓(𝑥)

がどれだけ変化するか」を表します。微分は、𝑓′(𝑥)や𝑑𝑓(𝑥)/𝑑𝑥と表記されます。  

ここで、𝑦 = 𝑓(𝑥)としましょう。図 B-1(a)では、𝑦 = 𝑓(𝑥)を示しています。図を

みると、𝑥が増えると𝑦も増加しますが、その増加幅は少しずつ減少する関数で

あることが分かります。ここで、原点 0 から、𝑥は∆𝑥だけ変化すると、𝑦は∆𝑦だ

け変化します (∆は変化量を示す記号です。すなわち、∆𝑥は𝑥の変化量、∆𝑦は𝑦の

変化量を表します )。そして、図 B-1(a)において、∆𝑥を底辺、∆𝑦を高さとした三

角形の傾きは、∆𝑦/∆𝑥となります。ここで、図 B-1(b)のように、底辺∆𝑥を小さく

していくと、三角形の傾き∆𝑦/∆𝑥は、原点 0 で評価した関数の接線の傾きに近づ

いていきます。そして、∆𝑥が 0 に非常に近い値であるとき、∆𝑦/∆𝑥は原点 0 で評

価した関数の接線の傾きになります。これが 𝑥 = 0で評価した微分となります。  

図 B-1： 原点 0 での微分のイメージ  

(a)  ∆𝒚/∆𝒙                            (b) ∆𝒙を小さくする  
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関数の接線の傾きは、 𝑥 をどの値で評価するかによって異なります。たとえ

ば、𝑥 は 0 ではないとします。図 B-2(a)から、ある値𝑥(≠ 0)から𝑥 + ∆𝑥に変化し

たとき、𝑦は𝑦 + ∆𝑦に変化します。ここで、∆𝑦/∆𝑥は、∆𝑥が大きいため、関数の傾

きではありません。しかし、図 B-2(b)のように、∆𝑥を 0 に近づけていくと、∆𝑦/∆𝑥

は、𝑥で評価した関数の接線の傾きに近づいていきます。これが 𝑥で評価した微

分となります。  

図 B-2 一般的な微分のイメージ  

(a)  ∆𝒚/∆𝒙                              (b)  ∆𝒙を小さくする  

 

 

 

 

 

    𝑥                            

微分のイメージが理解できたでしょうか。繰り返しになりますが、微分とは、

関数𝑓(𝑥)の「接線の傾き」であり、「𝑥が変化したとき、𝑦 = 𝑓(𝑥)がどれぐらい変

化するか」を表します。数式を用いると、微分は  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑙𝑖𝑚∆𝑥→0

∆𝑦

∆𝑥
 

        = 𝑙𝑖𝑚∆𝑥→0
𝑓(𝑥+∆𝑥)−𝑓(𝑥)

∆𝑥
 

と定義されます。ここで、 𝑙𝑖𝑚∆𝑥→0とは、𝑥の変化が非常に小さい (∆𝑥が 0 に近い )

状態を表します。  

 

B.2 微分の公式  

ここで、𝑦 = 𝑥2という関数を考えましょう。このとき、微分は 2𝑥です。  

𝑦 = 𝑥2 ⇒  𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 

[証明 ] 𝑥から𝑥 + ∆𝑥に微小に変化したとします。このとき、∆𝑦/∆𝑥は、  

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
=

(𝑥 + 𝛥𝑥)2 − 𝑥2

∆𝑥
 

∆𝑦/∆𝑥 

∆𝑥 

∆𝑦 

𝑦 

𝑥 

𝑦 + ∆𝑦 
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=
𝑥2 + 2𝑥𝛥𝑥 + (𝛥𝑥)2 − 𝑥2

∆𝑥
= 2𝑥 + 𝛥𝑥 

となります。ここで∆𝑥を 0 に近づけると、第 2 項目が消えて2𝑥となります。[終 ]                                                                                          

一般的には、𝑦 = 𝑥𝑛という関係を考えると、微分は次のとおりです。  

𝑦 = 𝑥𝑛 ⇒  𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑛𝑥𝑛−1 

[証明 ]  ここで、𝑥から𝑥∗ = 𝑥 + ∆𝑥に変化した状況を考えます (つまり、∆𝑥 = 𝑥∗ −

𝑥)。よって、微分の定義から、次のようになります。  

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
=

𝑥∗
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑥∗ − 𝑥
 

 ここで、右辺の別表現を考えます。まず、𝑛 = 2ならば、  

 
𝑥∗

2 − 𝑥2

𝑥∗ − 𝑥
= 𝑥∗ + 𝑥 

となります。同様に、𝑛 = 3、𝑛 = 4の場合を考えよう。このとき、  

𝑥∗
3 − 𝑥3

𝑥∗ − 𝑥
= 𝑥∗

2 + 𝑥∗𝑥 + 𝑥2 

       
𝑥∗

4 − 𝑥4

𝑥∗ − 𝑥
= 𝑥∗

3 + 𝑥𝑥∗
2 + 𝑥2𝑥∗ + 𝑥3 

となります。両辺に𝑥∗ − 𝑥を掛けて、両辺が等式となることを確認してください。

これを一般化すると、任意の𝑛に対して、  

𝑥∗
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑥∗ − 𝑥
= 𝑥∗

𝑛−1 + 𝑥𝑥∗
𝑛−2 + 𝑥2𝑥∗

𝑛−3 + ⋯ + 𝑥𝑛−2𝑥∗ + 𝑥𝑛−1 

と表現できます。ただし、上式では、𝑥∗
𝑛−𝑗
の乗数𝑛 − 𝑗が負なら、その項はすべて  

無視するとします。この関係を用いると、  

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
=

𝑥∗
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑥∗ − 𝑥
= 𝑥∗

𝑛−1 + 𝑥𝑥∗
𝑛−2 + 𝑥2𝑥∗

𝑛−3 + ⋯ + 𝑥𝑛−2𝑥∗ + 𝑥𝑛−1 

となります。ここで、∆𝑥を 0 に近づけると、 𝑥∗ = 𝑥 + ∆𝑥は、𝑥に限りなく近づい

ていきます。よって、微分は、上式の𝑥∗を𝑥で置き換えた式、つまり、  

𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑥𝑛−2 + 𝑥2𝑥𝑛−3 + ⋯ + 𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑥𝑛−1 = 𝑛𝑥𝑛−1  

となります。                           [終 ]  
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ここでは、さらに上の公式を一般化します。任意の定数𝑎と𝑏を考えて、関数

𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑛を定義します。この関数を微分すると、  

𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑛 ⇒  𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑏𝑛𝑥𝑛−1 

となります。任意の定数である𝑎は、𝑥に依存してないため、微分の式に表れて

いません。  

[証明 ] 𝑥から𝑥∗ = 𝑥 + ∆𝑥に変化した状況を考えます (つまり、∆𝑥 = 𝑥∗ − 𝑥)。よって、

微分の定義から、次のようになります。  

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
=

(𝑎 + 𝑏𝑥∗
𝑛) − (𝑎 + 𝑏𝑥𝑛)

𝑥∗ − 𝑥
= 𝑏 (

𝑥∗
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑥∗ − 𝑥
) 

ここで、∆𝑥 = 𝑥∗ − 𝑥を 0 に近づけると、 (𝑥∗
𝑛 − 𝑥𝑛)/(𝑥∗ − 𝑥)は𝑛𝑥𝑛−1になるため、微

分は𝑏𝑛𝑥𝑛−1です。                        [終 ] 

 

例 B-1：微分の数値例   

𝑦 = 𝑎とします。このとき、𝑎は𝑥に依存していないため、  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

となります。これは公式で𝑏 = 0とした場合に該当します。つまり、定数の微分

は 0 です。  

次に、𝑦 = 𝑏𝑥とします。このとき、公式より、  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑏𝑥0 = 𝑏 

となります。つまり、 𝑥で微分すると定数 𝑏となります。  

最後に、𝑦 = 3 + 4𝑥3とします。このとき、公式より、次のようになります。  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4 × 3𝑥2 = 12𝑥2 
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B.3 関数の最小化と最大化  

微分を用いることで何が分かるでしょうか。微分は関数の傾き、つまり、「𝑥

が変化したときの𝑦の変化」を教えてくれるので、それ自体が有用な情報を与え

てくれます。それ以外にも、微分を用いることで、関数 𝑓(𝑥)の最大値や最小値を

見つけることもできます。  

図 B-3 では、2 つの関数𝑓(𝑥)を描いています。これをみると、関数の最大値と

最小値において、関数の傾きが 0 になっているのがみてとれます。実は、関数

𝑓(𝑥)の微分が 0 となるポイント 𝑥∗とは、関数を最大化もしくは最小化するポイ

ント𝑥∗にもなっているのです 1。  

図 B-3  微分が 0 となるポイント 𝑥∗ 

(a) 最大値               (b) 最小値  

 

ここで𝑦 = 𝑥2としましょう。公式より𝑑𝑦/𝑑𝑥 = 2𝑥です。図 B-4(a)には、𝑦 = 𝑥2と

いう関数を、図 B-4(b)には、微分 (接線の傾き )である2𝑥を描きました。当然で

すが、2𝑥という関数は、 𝑥が負のとき負である一方、𝑥が正のとき正です。これ

は𝑥 < 0で微分が負に、𝑥 > 0で微分が正となることを意味します。ここで、𝑥 = 0

で微分は 0 となるため、この関数は、𝑥 = 0で最小値となります (厳密には、2𝑥 =

0を満たす𝑥は、𝑥 = 0と求められる )。  

これまでの議論から、関数を微分して 0 と置いた式を 𝑥について解くことで、

関数を最大化もしくは最小化するポイント 𝑥∗を求められることが理解できまし

た。では、こうして求めた点 𝑥∗が、最大化と最小化のどちらであるのかを、ど

 
1 これは局所的に最大化もしくは最小化されている可能性もあります。  

yy

𝑥∗ 𝑥∗ 
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うしたら判断できるのでしょうか。もちろん関数を図示すれば分かりますが、

図に描くのも面倒です。別の方法として、微分して 0 と置いた点𝑥∗から微小に

𝑥を変化させ、関数の値が減少すれば、𝑥∗は最大化点と判断することができます。
 

図 B-4  関数𝒚 = 𝒙𝟐 

(a)  𝒚 = 𝒙𝟐                          (b) 微分𝟐𝒙 

 

B.4 合成関数  

ここで、𝑦 = 𝑓(𝑥)とし、また 𝑥は別の変数 𝑧の関数とします (これを𝑔(𝑧)と表す )。

このとき、𝑦は 𝑧の関数となっており、𝑓(𝑔(𝑧))を𝑓(𝑥)と𝑔(𝑧)の合成関数と呼びます。

たとえば、𝑦 = (3 + 2𝑧)2とすると、これは𝑦 = 𝑥2、𝑥 = 3 + 2𝑧という合成関数と考え

られます (つまり、𝑦 = 𝑥2は、𝑓(𝑥) = 𝑥2と𝑔(𝑧) = 3 + 2𝑧の合成関数 )。  

 

B.4.1 合成関数の微分  

合成関数の微分は、関数𝑓(𝑔(𝑧))の傾きとなります。これは合成関数の微分の

公式によって、  

𝑑𝑦

𝑑𝑧
=

𝑑𝑦

𝑑𝑥
  

𝑑𝑥

𝑑𝑧
 

と求めることができます。この公式は、言葉で説明すると、  

(
𝑧が変化したときの

𝑦の変化量
) = (

𝑥が変化したときの

𝑦の変化量
) × (

𝑧が変化したときの

𝑥の変化量
) 

となる、といえます。これは直観的に理解できる式ではないでしょうか。  

 

例 B-2：合成関数の微分の数値例   

𝑦 = (3 + 2𝑧)2とし、これを 𝑧に関して微分したいとします。この関数は、𝑦 = 𝑥2

と𝑥 = 3 + 2𝑧 との合成関数です。また、  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥、

𝑑𝑥

𝑑𝑧
= 2 

0

1

2

3

4

-2 -1 0 1 2 -5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3
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となるため、合成関数の微分の公式から、𝑑𝑦/𝑑𝑧は次のとおりです。  

𝑑𝑦

𝑑𝑧
=

𝑑𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑧
= 4𝑥 = 4 × (3 + 2𝑧) = 12 + 8𝑧 

B.5 偏微分  

これまで、ある変数 𝑥が、ある値𝑓(𝑥)に対応する 1 変数の関数である場合につ

いて考えてきました。これに対して、もし 2 変数𝑥1と𝑥2が、ある値𝑓(𝑥1, 𝑥2)に対

応するならば、これは 2 変数の関数といいます。同様にして、2 つ以上の変数

の関数も定義できます。  

ここで、𝑥1に関する偏微分とは、「𝑥2は固定した値として、𝑥1に関して微分を

とったもの」です。これは、  

𝜕𝑦

𝜕𝑥1
= 𝑙𝑖𝑚∆𝑥1→0

∆𝑦

∆𝑥1
 

        = 𝑙𝑖𝑚∆𝑥1→0

𝑓(𝑥1 + ∆𝑥1, 𝑥2) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2)

∆𝑥1  

となります。ここで、𝑥2は固定した値とし、𝑥1だけが𝑥1 + ∆𝑥1に変化しています。  

偏微分では、微分と明確に区別するため、記号として、𝑑ではなく𝜕(ラウンド・

デルタと呼ぶ )を用いています。偏微分記号を用いるときは、変数が複数あり、

そのうち 1 つを微小に変化させる状況を考えています。偏微分と聞くと難しそ

うですが、他の変数を固定した値とみなして、微分をとるだけなので、とても

簡単です。  

 

例 B-3：偏微分の数値例    

ここで、𝑦 = 𝑥1
2𝑥2を、𝑥1で偏微分します。𝑥2を固定した値とみなすので、偏微

分は以下となります。  

𝜕𝑦

𝜕𝑥1
= 2𝑥1𝑥2 

 次に、 𝑦 = 𝑥1
3 + 2𝑥1𝑥2 − 4𝑥2を、 𝑥1で偏微分します。 𝑥2を固定した値とみなすの

で、偏微分は、次の通りです。  

𝜕𝑦

𝜕𝑥1
= 3𝑥1

2 + 2𝑥2 


