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新谷元嗣、藪友良 

第 4 章の解答 
[1] (a) 初期条件を𝑦𝑦0とし、𝑦𝑦𝑡𝑡の解、𝑠𝑠期先予測𝐸𝐸𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠を求める。 

①𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 + 0.5𝜀𝜀𝑡𝑡−1 

初期条件𝑦𝑦0から前向きに反復すると、 

𝑦𝑦1 = 𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀1 + 0.5𝜀𝜀0 

𝑦𝑦2 = 𝑦𝑦1 + 𝜀𝜀2 + 0.5𝜀𝜀1 

                                 = (𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀1 + 0.5𝜀𝜀0) + 𝜀𝜀2 + 0.5𝜀𝜀1 

                      = 𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀2 + 1.5𝜀𝜀1 + 0.5𝜀𝜀0 

𝑦𝑦3 = 𝑦𝑦2 + 𝜀𝜀3 + 0.5𝜀𝜀2 

                                                  = (𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀2 + 1.5𝜀𝜀1 + 0.5𝜀𝜀0) + 𝜀𝜀3 + 0.5𝜀𝜀2 

                                  = 𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀3 + 1.5(𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1) + 0.5𝜀𝜀0 

𝑦𝑦4 = 𝑦𝑦3 + 𝜀𝜀4 + 0.5𝜀𝜀3 

                                                                  = (𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀3 + 1.5𝜀𝜀2 + 1.5𝜀𝜀1 + 0.5𝜀𝜀0) + 𝜀𝜀4 + 0.5𝜀𝜀3 

                                            = 𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀4 + 1.5(𝜀𝜀3 + 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1) + 0.5𝜀𝜀0 

                           …  

       𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 + 0.5𝜀𝜀𝑡𝑡−1 

                                                           = 𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 + 1.5(𝜀𝜀𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡−2 +⋯+ 𝜀𝜀1) + 0.5𝜀𝜀0 

となる。𝑠𝑠期先に進めると、𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠は 

𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠 + 1.5(𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠−2 +⋯+ 𝜀𝜀𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑡𝑡−1 + ⋯+ 𝜀𝜀1) + 0.5𝜀𝜀0 

= [𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 + 1.5(𝜀𝜀𝑡𝑡−1 +⋯+ 𝜀𝜀1) + 0.5𝜀𝜀0] 

                       +0.5𝜀𝜀𝑡𝑡 + 1.5(𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠−2 + ⋯+ 𝜀𝜀𝑡𝑡+1) 

          = 𝑦𝑦𝑡𝑡 + 0.5𝜀𝜀𝑡𝑡 + 1.5(𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠−2 + ⋯+ 𝜀𝜀𝑡𝑡+1) 

となり、𝑡𝑡期までの情報を所与とした期待値をとると予測関数 

           𝐸𝐸𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

が得られる。ここで予測関数は𝑠𝑠に依存せず、𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑡𝑡で一定となる。つまり、𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠に対し、

𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑡𝑡は不偏推定量である。 

 

②  𝑦𝑦𝑡𝑡 = 1.1𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

①と同様に、前向きに反復すると、 

𝑦𝑦1 = 1.1𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀1 

𝑦𝑦2 = 1.1𝑦𝑦1 + 𝜀𝜀2 

                       = 1.1(1.1𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀1) + 𝜀𝜀2 

                      = 1.12𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀2 + 1.1𝜀𝜀1 

𝑦𝑦3 = 1.1𝑦𝑦2 + 𝜀𝜀3 



                                          = 1.1(1.12𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀2 + 1.1𝜀𝜀1) + 𝜀𝜀3 

                                       = 1.13𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀3 + 1.1𝜀𝜀2 + 1.12𝜀𝜀1 

… 

𝑦𝑦𝑡𝑡 = 1.1𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

                                                     = 1.1𝑡𝑡𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 + 1.1𝜀𝜀𝑡𝑡−1 + ⋯+ 1.1𝑡𝑡−1𝜀𝜀1 

となる。𝑠𝑠期先に進めると、𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠は 

𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠  = 1.1𝑡𝑡+𝑠𝑠𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠 + 1.1𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠−1 + ⋯+ 1.1𝑠𝑠−1𝜀𝜀𝑡𝑡+1 + 1.1𝑠𝑠𝜀𝜀𝑡𝑡 + ⋯+ 1.1𝑡𝑡+𝑠𝑠−1𝜀𝜀1 

= 1.1𝑠𝑠[1.1𝑡𝑡𝑦𝑦0 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 + 1.1𝜀𝜀𝑡𝑡−1 + ⋯+ 1.1𝑡𝑡−1𝜀𝜀1] + 𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠 + 1.1𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠−1 + ⋯+ 1.1𝑠𝑠−1𝜀𝜀𝑡𝑡+1 

= 1.1𝑠𝑠𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠 + 1.1𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠−1 + ⋯+ 1.1𝑠𝑠−1𝜀𝜀𝑡𝑡+1 

となり、その期待値をとると予測関数を得る。  

𝐸𝐸𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 1.1𝑠𝑠𝑦𝑦𝑡𝑡 

ここで①と異なり、予測関数は一定ではない。そもそも、𝑦𝑦𝑡𝑡は平均的に 10%の率で成長する

ため、予測関数も 10%の率で成長していることがわかる。  

 

③ 𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

前向きに反復すると、  

𝑦𝑦1 = 𝑦𝑦0 + 1 + 𝜀𝜀1 

𝑦𝑦2 = 𝑦𝑦1 + 1 + 𝜀𝜀2 

                       = (𝑦𝑦0 + 1 + 𝜀𝜀1) + 1 + 𝜀𝜀2 

                      = 𝑦𝑦0 + 2 + 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1 

𝑦𝑦3 = 𝑦𝑦2 + 1 + 𝜀𝜀3 

                                          = (𝑦𝑦0 + 2 + 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1) + 1 + 𝜀𝜀3 

                                       = 𝑦𝑦0 + 3 + 𝜀𝜀3 + 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1 

… 

𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

       = 𝑦𝑦0 + 𝑡𝑡 + �𝜀𝜀𝑖𝑖

𝑡𝑡

𝑖𝑖=1

 

となる。𝑠𝑠期先に進めると、𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠は 

𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 𝑦𝑦0 + (𝑡𝑡 + 𝑠𝑠) + �𝜀𝜀𝑖𝑖

𝑡𝑡+𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

 

= 𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑠𝑠 + �𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑖𝑖

𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

 

となり、期待値をとると予測関数を得る。 

𝐸𝐸𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑠𝑠 

ここで yt の平均変化は 1 であることから（𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝑦𝑦𝑡𝑡−1 = 1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡に注意）、そうした変化が𝑠𝑠回

生じると𝑠𝑠だけ増加することになる。 



 

④ 𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑡𝑡  

前向きに反復すると、  

𝑦𝑦1 = 𝑦𝑦0 + 1 + 𝜀𝜀1 

𝑦𝑦2 = 𝑦𝑦1 + 2 + 𝜀𝜀2 

                       = (𝑦𝑦0 + 1 + 𝜀𝜀1) + 2 + 𝜀𝜀2 

                      = 𝑦𝑦0 + (1 + 2) + 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1 

𝑦𝑦3 = 𝑦𝑦2 + 3 + 𝜀𝜀3 

                                          = (𝑦𝑦0 + (1 + 2) + 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1) + 3 + 𝜀𝜀3 

                                       = 𝑦𝑦0 + (1 + 2 + 3) + 𝜀𝜀3 + 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1 

… 

𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

       = 𝑦𝑦0 + �𝑖𝑖
𝑡𝑡

𝑖𝑖=1

+ �𝜀𝜀𝑖𝑖

𝑡𝑡

𝑖𝑖=1

 

となる。このとき、 

𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 𝑦𝑦0 + �𝑖𝑖
𝑡𝑡+𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

+ �𝜀𝜀𝑖𝑖

𝑡𝑡+𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

 

= 𝑦𝑦𝑡𝑡 +�(𝑡𝑡 + 𝑖𝑖)
𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

+ �𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑖𝑖

𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

 

= 𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑠𝑠𝑡𝑡 + �𝑖𝑖
𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

+ �𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑖𝑖

𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

 

= 𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑡𝑡𝑠𝑠 +
𝑠𝑠(𝑠𝑠 + 1)

2
+ �𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑖𝑖

𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

 

となる。そして、予測関数は 

𝐸𝐸𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑡𝑡𝑠𝑠 +
𝑠𝑠(𝑠𝑠 + 1)

2
 

となる。yt の変化は t と正の関係があるため（𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝑦𝑦𝑡𝑡−1 = 𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑡𝑡に注意）、予測関数の傾き

も t と正の関係があることが理解できる。  

 

⑤ 𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝜇𝜇𝑡𝑡 + 𝜂𝜂𝑡𝑡 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1, 𝜇𝜇𝑡𝑡 = 𝜇𝜇𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

ここで𝜇𝜇𝑡𝑡はランダムウォークとなっている。前向きに反復していくと、 

𝑦𝑦1 = 𝜇𝜇1 + 𝜂𝜂1 + 0.5𝜂𝜂0 

= 𝜇𝜇0 + 𝜀𝜀1 + 𝜂𝜂1 + 0.5𝜂𝜂0 

𝑦𝑦2 = 𝜇𝜇2 + 𝜂𝜂2 + 0.5𝜂𝜂1 

= 𝜇𝜇1 + 𝜀𝜀2 + 𝜂𝜂2 + 0.5𝜂𝜂1 

= 𝜇𝜇0 + 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1 + 𝜂𝜂2 + 0.5𝜂𝜂1 



… 

𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝜇𝜇0 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 +⋯+ 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1 + 𝜂𝜂𝑡𝑡 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1 

となる。0 期において 

𝑦𝑦0 = 𝜇𝜇0 + 𝜂𝜂0 + 0.5𝜂𝜂−1 

であるから、𝑦𝑦𝑡𝑡の式は 

𝑦𝑦𝑡𝑡 = (𝑦𝑦0 − 𝜂𝜂0 − 0.5𝜂𝜂−1) +�𝜀𝜀𝑖𝑖

𝑡𝑡

𝑖𝑖=1

+ 𝜂𝜂𝑡𝑡 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1 

と書き換えられる。したがって、𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠は 

𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = (𝑦𝑦0 − 𝜂𝜂0 − 0.5𝜂𝜂−1) + �𝜀𝜀𝑖𝑖

𝑡𝑡+𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

+ 𝜂𝜂𝑡𝑡+𝑠𝑠 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡+𝑠𝑠−1 

= (𝑦𝑦0 − 𝜂𝜂0 − 0.5𝜂𝜂−1) + �𝜀𝜀𝑖𝑖

𝑡𝑡

𝑖𝑖=1

+ �𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑖𝑖

𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

+ 𝜂𝜂𝑡𝑡+𝑠𝑠 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡+𝑠𝑠−1 

= (𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝜂𝜂𝑡𝑡 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1) + �𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑖𝑖

𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

+ 𝜂𝜂𝑡𝑡+𝑠𝑠 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡+𝑠𝑠−1 

となる。ここで、予測関数は、𝑠𝑠 = 1の場合、 

𝐸𝐸𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 𝑦𝑦𝑡𝑡 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1 

となり、𝑠𝑠 > 1の場合、 

𝐸𝐸𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝜂𝜂𝑡𝑡 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1 

 

⑥ 𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝜇𝜇𝑡𝑡 + 𝜂𝜂𝑡𝑡 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1, 𝜇𝜇𝑡𝑡 = 0.5 + 𝜇𝜇𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

ここで𝜇𝜇𝑡𝑡はドリフト付きランダムウォークとなっている。これまでと同様、  

𝑦𝑦1 = 𝜇𝜇1 + 𝜂𝜂1 + 0.5𝜂𝜂0 

                          = 0.5 + 𝜇𝜇0 + 𝜀𝜀1 + 𝜂𝜂1 + 0.5𝜂𝜂0 

𝑦𝑦2 = 𝜇𝜇2 + 𝜂𝜂2 + 0.5𝜂𝜂1 

                           = 0.5 + 𝜇𝜇1 + 𝜀𝜀2 + 𝜂𝜂2 + 0.5𝜂𝜂1 

                                             = 𝜇𝜇0 + 2 × 0.5 + 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1 + 𝜂𝜂2 + 0.5𝜂𝜂1 

… 

𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝜇𝜇0 + 0.5𝑡𝑡 + �𝜀𝜀𝑖𝑖

𝑡𝑡

𝑖𝑖=1

+ 𝜂𝜂𝑡𝑡 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1 

となる。0 期において 

𝑦𝑦0 = 𝜇𝜇0 + 𝜂𝜂0 + 0.5𝜂𝜂−1 

であるから、𝑦𝑦𝑡𝑡の式は 

𝑦𝑦𝑡𝑡 = (𝑦𝑦0 − 𝜂𝜂0 − 0.5𝜂𝜂−1) + 0.5𝑡𝑡 + �𝜀𝜀𝑖𝑖

𝑡𝑡

𝑖𝑖=1

+ 𝜂𝜂𝑡𝑡 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1 

と書き換えらえる。したがって、𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠は 



𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = (𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝜂𝜂𝑡𝑡 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1) + 0.5𝑠𝑠 + �𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑖𝑖

𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

+ 𝜂𝜂𝑡𝑡+𝑠𝑠 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡+𝑠𝑠−1 

となる。ここで、予測関数は、𝑠𝑠 = 1の場合、 

𝐸𝐸𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 𝑦𝑦𝑡𝑡 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1 + 0.5 

となり、𝑠𝑠 > 1の場合、 

𝐸𝐸𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝜂𝜂𝑡𝑡 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1 + 0.5𝑠𝑠 

となる。系列{𝑦𝑦𝑡𝑡}は、一般的トレンドと不規則項を含んだ過程である。トレンドの変化∆𝜇𝜇𝑡𝑡
は、確率要素𝜀𝜀𝑡𝑡と確定要素 0.5 からなる。不規則項は、MA(1)過程𝜂𝜂𝑡𝑡 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1となる。  

 

(b) ここで②と④を定常確率過程に変換してみよう。 

② 𝑦𝑦𝑡𝑡 = 1.1𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

階差の性質を考えよう。まず、両辺から𝑦𝑦𝑡𝑡−1を引くと、 

∆𝑦𝑦𝑡𝑡 = 0.1𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

となる。右辺に0.1𝑦𝑦𝑡𝑡−2 − 0.1𝑦𝑦𝑡𝑡−2を加えると、 

∆𝑦𝑦𝑡𝑡 = 0.1∆𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 0.1𝑦𝑦𝑡𝑡−2 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

とする。さらに0.1𝑦𝑦𝑡𝑡−3 − 0.1𝑦𝑦𝑡𝑡−3を加えると、 

∆𝑦𝑦𝑡𝑡 = 0.1∆𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 0.1∆𝑦𝑦𝑡𝑡−2 + 0.1𝑦𝑦𝑡𝑡−3 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

となる。これを続けると、 

∆𝑦𝑦𝑡𝑡 = 0.1(∆𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + ∆𝑦𝑦𝑡𝑡−2 + ∆𝑦𝑦𝑡𝑡−3 + ⋯ ) + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

となる。この式から、階差∆𝑦𝑦𝑡𝑡は過去の階差∆𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑗𝑗の無限和となっており、定常ではないと分

かる。定常に変換するには、𝑦𝑦𝑡𝑡 − 1.1𝑦𝑦𝑡𝑡−1という変換を考えればよい。 

  

④ 𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑡𝑡を考えよう。 

この差分方程式は 

∆𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

と書き換えられる。したがって、∆𝑦𝑦𝑡𝑡をディトレンドすれば定常過程に変換できる。 

  

(c) ここで、⑤は 

𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝜇𝜇𝑡𝑡 + 𝜂𝜂𝑡𝑡 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1, 𝜇𝜇𝑡𝑡 = 𝜇𝜇𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

である。𝑦𝑦𝑡𝑡の階差をとると、 

∆𝑦𝑦𝑡𝑡 = (𝜇𝜇𝑡𝑡 − 𝜇𝜇𝑡𝑡−1) + (𝜂𝜂𝑡𝑡 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1)− (𝜂𝜂𝑡𝑡−1 + 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−2) 

= 𝜀𝜀𝑡𝑡 + 𝜂𝜂𝑡𝑡 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−2 

となる。ここで、∆𝑦𝑦𝑡𝑡の期待値は 

𝐸𝐸[∆𝑦𝑦𝑡𝑡] = 0 

であり、分散は 

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡) =  𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2] +  𝐸𝐸[𝜂𝜂𝑡𝑡2] + 0.25𝐸𝐸[𝜂𝜂𝑡𝑡−12 ] + 0.25𝐸𝐸[𝜂𝜂𝑡𝑡−22 ] = 𝜎𝜎2 + 1.5𝜎𝜎𝜂𝜂2 



となる（𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2] = 𝜎𝜎2, 𝐸𝐸[𝜂𝜂𝑡𝑡2] = 𝜎𝜎𝜂𝜂2に注意）。また、自己共分散は 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−1) = 𝐸𝐸[(𝜀𝜀𝑡𝑡 + 𝜂𝜂𝑡𝑡 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−2)(𝜀𝜀𝑡𝑡−1 + 𝜂𝜂𝑡𝑡−1 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−2 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−3)] 
= −0.5 𝐸𝐸[𝜂𝜂𝑡𝑡−12 ] + 0.25𝐸𝐸[𝜂𝜂𝑡𝑡−22 ] = −0.25𝜎𝜎𝜂𝜂2 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−2) = 𝐸𝐸[(𝜀𝜀𝑡𝑡 + 𝜂𝜂𝑡𝑡 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−2)(𝜀𝜀𝑡𝑡−2 + 𝜂𝜂𝑡𝑡−2 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−3 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−4)] 
= −0.5 𝐸𝐸[𝜂𝜂𝑡𝑡−22 ] = −0.5𝜎𝜎𝜂𝜂2 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡 ,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−3) = 𝐸𝐸[(𝜀𝜀𝑡𝑡 + 𝜂𝜂𝑡𝑡 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−1 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−2)(𝜀𝜀𝑡𝑡−3 + 𝜂𝜂𝑡𝑡−3 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−4 − 0.5𝜂𝜂𝑡𝑡−5)] = 0 

となる（𝑠𝑠 > 3に対し、𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑠𝑠) = 0となる）。したがって、自己相関は 

𝜌𝜌1 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡 ,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−1)

�𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡−1)
=

−0.25𝜎𝜎𝜂𝜂2

𝜎𝜎2 + 1.5𝜎𝜎𝜂𝜂2
 

𝜌𝜌2 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−2)

�𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡−2)
=

−0.5𝜎𝜎𝜂𝜂2

𝜎𝜎2 + 1.5𝜎𝜎𝜂𝜂2
 

𝜌𝜌3 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−3)

�𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡−2)
=

0
𝜎𝜎2 + 1.5𝜎𝜎𝜂𝜂2

= 0 

となり、それ以降は 0 である。したがって、∆𝑦𝑦𝑡𝑡 の自己相関は、MA(2)の自己相関と同じで

ある。∆𝑦𝑦𝑡𝑡は MA(2) 過程であるから、yt は ARIMA(0,1,2)過程といえる。 

 

[2] まずは𝑦𝑦𝑡𝑡の解を求めよう。 

𝑦𝑦1 = 𝜇𝜇1 + 𝑣𝑣1 

                            = 𝜇𝜇0 + 𝜀𝜀1 + 𝜂𝜂1 + 𝛽𝛽1𝜂𝜂0 

𝑦𝑦2 = 𝜇𝜇2 + 𝑣𝑣2 

                            = 𝜇𝜇1 + 𝜀𝜀2 + 𝜂𝜂2 + 𝛽𝛽1𝜂𝜂1 

                                      = 𝜇𝜇0 + 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1 + 𝜂𝜂2 + 𝛽𝛽1𝜂𝜂1 

… 

𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝜇𝜇0 + �𝜀𝜀𝑖𝑖

𝑡𝑡

𝑖𝑖=1

+ 𝜂𝜂𝑡𝑡 + 𝛽𝛽1𝜂𝜂𝑡𝑡−1 

となる。0 期において 

𝑦𝑦0 = 𝜇𝜇0 + 𝑣𝑣0 = 𝜇𝜇0 + 𝜂𝜂0 + 𝛽𝛽1𝜂𝜂−1 

であるから、𝑦𝑦𝑡𝑡の式は 

𝑦𝑦𝑡𝑡 = (𝑦𝑦0 − 𝜂𝜂0 − 𝛽𝛽1𝜂𝜂−1) +�𝜀𝜀𝑖𝑖

𝑡𝑡

𝑖𝑖=1

+ 𝜂𝜂𝑡𝑡 + 𝛽𝛽1𝜂𝜂𝑡𝑡−1 

である。 

さらに𝑠𝑠期先に進めると、解が得られる。 

𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = (𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝜂𝜂𝑡𝑡 − 𝛽𝛽1𝜂𝜂𝑡𝑡−1) + �𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑖𝑖

𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

+ 𝜂𝜂𝑡𝑡+𝑠𝑠 + 𝛽𝛽1𝜂𝜂𝑡𝑡+𝑠𝑠−1 

この期待値をとると予測関数が得られる。予測関数は、𝑠𝑠 = 1の場合、 

𝐸𝐸𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝜂𝜂𝑡𝑡 − 𝛽𝛽1𝜂𝜂𝑡𝑡−1 + 𝛽𝛽1𝜂𝜂𝑡𝑡 



となり、𝑠𝑠 > 1の場合、 

𝐸𝐸𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝜂𝜂𝑡𝑡 − 𝛽𝛽1𝜂𝜂𝑡𝑡−1 

となる。ここで𝑦𝑦𝑡𝑡の解と予測関数は誤差項の相関に関係がないことがわかる（相関が①で

も②でも同じ解と予測関数になる）。  

 

最後に、ARMA 表現を求めよう。階差をとると、 

Δ𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑡𝑡 + [1 + (𝛽𝛽1 − 1)𝐿𝐿 − 𝛽𝛽1𝐿𝐿2]𝜂𝜂𝑡𝑡 

となる。以下では、誤差項の相関として①と②を仮定することで、分散や自己相関を導出 

する。 

① 𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡𝜂𝜂𝑡𝑡] = 0 

このとき、𝐸𝐸[Δ𝑦𝑦𝑡𝑡] = 0から 
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(Δ𝑦𝑦𝑡𝑡) = 𝜎𝜎2 + (1 + (𝛽𝛽1 − 1)2 + 𝛽𝛽12)𝜎𝜎𝜂𝜂2 

= 𝜎𝜎2 + 2(𝛽𝛽12 − 𝛽𝛽1 + 1) 𝜎𝜎𝜂𝜂2 

となる（ただし、𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2] = 𝜎𝜎2, 𝐸𝐸[𝜂𝜂𝑡𝑡2] = 𝜎𝜎𝜂𝜂2に注意）。Δ𝑦𝑦𝑡𝑡の自己相関は 

𝜌𝜌1 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡 ,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−1)

�𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡−1)
=

−(1− 𝛽𝛽1)2𝜎𝜎𝜂𝜂2

𝜎𝜎2 + 2(𝛽𝛽12 − 𝛽𝛽1 + 1) 𝜎𝜎𝜂𝜂2
 

𝜌𝜌2 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡 ,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−2)

�𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡−2)
=

−𝛽𝛽1𝜎𝜎𝜂𝜂2

𝜎𝜎2 + 2(𝛽𝛽12 − 𝛽𝛽1 + 1)𝜎𝜎𝜂𝜂2
 

𝜌𝜌3 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−3)

�𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡−2)
=

0
𝜎𝜎2 + 2(𝛽𝛽12 − 𝛽𝛽1 + 1)𝜎𝜎𝜂𝜂2

= 0 

となり、これより高次の自己相関は全て 0となる。以上から、Δ𝑦𝑦𝑡𝑡はMA(2)過程、𝑦𝑦𝑡𝑡はARIMA(0, 

1, 2)過程となる。 

② εtとηtの相関が 1 である。つまり、 

𝐸𝐸[εtηt]
𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂

= 1 

が成立している。このとき、𝐸𝐸[εtηt] =  𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂となる。したがって、𝐸𝐸[Δ𝑦𝑦𝑡𝑡] = 0から 

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(Δ𝑦𝑦𝑡𝑡) = 𝜎𝜎2 + 2(𝛽𝛽12 − 𝛽𝛽1 + 1)𝜎𝜎𝜂𝜂2 + 2 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂  

となる。また、相関係数は 

𝜌𝜌1 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡 ,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−1)

�𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡−1)
=

(𝛽𝛽1 − 1) 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂 − (1− 𝛽𝛽1)2𝜎𝜎𝜂𝜂2

𝜎𝜎2 + 2(𝛽𝛽12 − 𝛽𝛽1 + 1)𝜎𝜎𝜂𝜂2 + 2 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂
 

𝜌𝜌2 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡 ,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−2)

�𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡−2)
=

−𝛽𝛽1 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂 − 𝛽𝛽1𝜎𝜎𝜂𝜂2

𝜎𝜎2 + 2(𝛽𝛽12 − 𝛽𝛽1 + 1)𝜎𝜎𝜂𝜂2 + 2 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂
 

𝜌𝜌3 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡 ,∆𝑦𝑦𝑡𝑡−3)

�𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(∆𝑦𝑦𝑡𝑡−2)
=

0
𝜎𝜎2 + 2(𝛽𝛽12 − 𝛽𝛽1 + 1)𝜎𝜎𝜂𝜂2 + 2 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂

= 0 

となり、より高次の自己相関は 0である。したがって、∆𝑦𝑦𝑡𝑡はMA(2)過程であり、𝑦𝑦𝑡𝑡はARMA(0, 

1, 2)過程である。以上から、どちらの仮定（①、②）のもとでも、𝑦𝑦𝑡𝑡は ARMA(0, 1, 2)過程と



なる。ただし、1、2 次の自己相関係数は、誤差項の仮定に依存して変わる。 

 

[3] 計量経済学の入門書をみると、定数項ありの回帰モデル 

𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑋𝑋𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 

では、説明変数𝑋𝑋𝑡𝑡の係数𝛽𝛽の最小 2 乗推定量は 

�̂�𝛽 =
∑ (𝑋𝑋𝑡𝑡 − �̄�𝑋)(𝑌𝑌𝑡𝑡 − �̄�𝑌)𝑇𝑇
𝑡𝑡=1

∑ (𝑋𝑋𝑡𝑡 − �̄�𝑋)2𝑇𝑇
𝑡𝑡=1

 

となる。この問題では、被説明変数は𝑦𝑦𝑡𝑡、説明変数は𝑦𝑦𝑡𝑡−1である。また、サンプルサイズは

1 減るため、𝑡𝑡は 2 からスタートする。したがって、係数の推定量は 

∑ (𝑦𝑦𝑡𝑡−1 − �̄�𝑦𝑡𝑡−1)(𝑦𝑦𝑡𝑡 − �̄�𝑦𝑡𝑡)𝑇𝑇
𝑡𝑡=2
∑ (𝑦𝑦𝑡𝑡−1 − �̄�𝑦𝑡𝑡−1)2𝑇𝑇
𝑡𝑡=2

 

となる。ここで�̄�𝑦𝑡𝑡は𝑦𝑦𝑡𝑡の平均、�̄�𝑦𝑡𝑡−1は𝑦𝑦𝑡𝑡−1の平均である。第 2 章の(2.31)式と比較することで

両式の類似性が分かる。 

 

[4](a) Δ𝑦𝑦𝑡𝑡を𝑦𝑦𝑡𝑡−1だけで回帰することを考えよう。このとき、残差 2 乗和は、 

�𝜀𝜀�̃�𝑡2
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

= �(Δ𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝛾𝛾�𝑦𝑦𝑡𝑡−1)2
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

 

となる。これを𝛾𝛾�で微分して 0 と置くと、 

∂∑ 𝜀𝜀�̃�𝑡2𝑇𝑇
𝑡𝑡=1

∂𝛾𝛾�
= −2�(Δ𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝛾𝛾�𝑦𝑦𝑡𝑡−1)𝑦𝑦𝑡𝑡−1 = 0

𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

 

となる。これを解くことで、𝛾𝛾の OLS 推定量を得る。 

𝛾𝛾� =
∑Δ𝑦𝑦𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡−1
∑𝑦𝑦𝑡𝑡−12  

(b) 真のモデルΔ𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑡𝑡から、𝑦𝑦𝑡𝑡−1 = 𝜀𝜀𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡−2 + ⋯+ 𝜀𝜀1 + 𝑦𝑦0である（以後、初期条件とし

て𝑦𝑦0 = 0とする）。ここで 

�𝑦𝑦𝑡𝑡2
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

= �(𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + Δ𝑦𝑦𝑡𝑡)
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

= �𝑦𝑦𝑡𝑡−12
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

+ �Δ𝑦𝑦𝑡𝑡2
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

+ 2�𝑦𝑦𝑡𝑡−1Δ𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

 

という関係から、 

�𝑦𝑦𝑡𝑡−1Δ𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

=
1
2 �
��𝑦𝑦𝑡𝑡2

𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

−�𝑦𝑦𝑡𝑡−12
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

� −�Δ𝑦𝑦𝑡𝑡2
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

� 

=
1
2 �
𝑦𝑦𝑇𝑇 −�Δ𝑦𝑦𝑡𝑡2

𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

� 

となる。ここで両辺を𝑇𝑇で割ると 

1
𝑇𝑇
�𝑦𝑦𝑡𝑡−1Δ𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

=
1
2 �
�
𝑦𝑦𝑇𝑇
√𝑇𝑇

�
2
−

1
𝑇𝑇
�Δ𝑦𝑦𝑡𝑡2
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

� 



=
𝜎𝜎2

2 ��
𝑦𝑦𝑇𝑇

√𝑇𝑇𝜎𝜎2
�
2
−

1
𝜎𝜎2𝑇𝑇

�Δ𝑦𝑦𝑡𝑡2
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

� 

(c) T が非常に大きい場合を考えよう。中心極限定理によって、 

𝑦𝑦𝑇𝑇
√𝑇𝑇𝜎𝜎2

=
𝜀𝜀𝑇𝑇 + 𝜀𝜀𝑇𝑇−1 + ⋯+ 𝜀𝜀1

√𝑇𝑇𝜎𝜎2
 

は標準正規分布に従う（𝜀𝜀𝑇𝑇 + 𝜀𝜀𝑇𝑇−1 + ⋯+ 𝜀𝜀1は相互に独立な確率変数の和であり、期待値は 0、

分散は𝑇𝑇𝜎𝜎2となることに注意）。したがって、 

�
𝑦𝑦𝑇𝑇

√𝑇𝑇𝜎𝜎2
�
2

~𝜒𝜒2(1) 

となる。次に、 

1
𝑇𝑇
�Δ𝑦𝑦𝑡𝑡2
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

=
1
𝑇𝑇
�𝜀𝜀𝑡𝑡2
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

 

となり、これは大数の法則によって σ2 に収束する。以上から、分子は 

𝜎𝜎2

2
[𝜒𝜒2(1)− 1] 

となる。ここで χ2(1)は自由度 1 の χ2 確率変数であり、下図ではその分布を描いている。こ

れをみると、正規分布とはかなり違う形状であると分かる。 

 

以上から、yt に単位根があるとき、OLS 推定量は正規分布ではなく、非標準的な分布に従

うといえる。 
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[5] 

(a) RGDP.XLS から系列 rgdp を用いる。トレンド変数を作成するため、 

genr trend=@trend+1 

を入力しよう。@trend とすると 0、1、2、…という系列が作られる。これで問題ない

のだが、教科書では trend 変数は 1 から始まる系列としている。そして、rgdp を

trend、trend の 2 乗、3 乗で回帰する。これは 
ls rgdp c trend trend^2 trend^3 

と入力すればよい。推定結果は以下の通り。 

 
(b) ここで y を rgdp の対数とする。そして、Δytを、定数、trend、yt-1、Δyt-1 で回帰す

る。具体的には、以下の command を入力し、実行すればよい。 
genr y=log(rgdp) 

ls d(y) c trend y(-1) d(y(-1)) 

 



推定結果をみると、結果が再現できていることが確認できる（Prob は p 値だが、定常性を

仮定したうえで計算された値であるので、検定では用いることができない）。 

さらに F 統計量を求めたいなら View→Coefficient Diagnostics→Wald Test-Coefficient 

Restrictions とする。そうすると、以下の画面が現れるので、 

c(2)=0,c(3)=0 

と入力しよう。これは 2 番目と 3 番目の係数が 0 であるという帰無仮説の検定であり、仮

説 a2=γ =0 としたφ3統計量に当たる。 

 
そして OK すると以下の画面が現れる。 

 
ここで F 値は 2.97 となっている。やはり Probability は定常性を仮定しているため、参考に

ならないので注意が必要である。 

φ2 統計量を求めるためには、 

c(1)=0,c(2)=0,c(3)=0 

とすればよい。そうすると以下の画面が表示される。ここで F 値は 17.61 となり、付表

B から（有意水準 5%の臨界値は 4.75）、仮説 a0=a2=γ=0 は棄却される。 

 



[6] 

QUARTERLY.XLS は、2 章 10 節で用いた米国の金利データが含まれている。ここで金利

スプレッド s を、5 年物の国債金利 r5 から 3 カ月物の政府証券金利 tbill を引いたものと定

義します。 

genr s =r5-tbill 

(a)(b)ここで単位根をしますが、一般化からの特定法を使ってみましょう(AIC、BIC も簡単

なので初略します)。まず、系列 s をクリックし、それから View をクリックし、Unit Root 

Test を選択します。 

 

そうすると以下の画面が開かれますから、ここでラグ次数の選択方法として、t-statistic を選

びます。これが一般からの特定法となります（AIC なら Akaike Info criterion、BIC なら Schwarz 

Info criterion を選びます）。ただし、ここで有意水準として 0.05 を選びましょう。ここでは

確定項として定数項を含めますから Intercept にチェックをいれておきます。 

 

そして OK を押すと以下の画面が出力されます。ADF 検定の t 値は-4.3657 であり、その p

値は 0.0005 ですから、有意水準 1%で単位根の仮説を棄却できます。また定数項の推定値は

0.2549、st-1 の係数は-0.211 であることも確認できます。 



 

 

 
(c) 5 年物の国債金利 r5 に ADF 検定をしてみましょう。まず、r5 をクリックして、View を

クリックして、Unit Root test を選択します。そして以下の画面で User specific をチェッ

クして 7 とします。これで次数を 7 として ADF 検定を行うことができます。推定結果

をみてみると t 値は-0.78 であり、その p 値は 0.82 ですから、単位根仮説を棄却できま

せん。 

 
 (d) 政府証券金利 tbill に ADF 検定をしてみよう（ラグ次数は 11 とする）。(c)と同じよう

にすれば、単位根仮説を棄却できないことを確認できます。 

 (e) 理由としては、両者が無関係に動いているのではなく、強い関係性をもって動いてい

るためと考えられます。つまり、短期金利に生じたショックは長期金利にも影響をあた

えるため、両者が似た動きをするのです。このため、スプレッドは発散することなく、

むしろ収束する動きがみられるのです。このような変数間の関係は、共和分関係と呼ば

れています（詳しくは 6 章を参照してください）。  

  



[7] 

(a) 図をみることで、この系列は水準が 50 期前後で高くなっていることが分かる。したがっ

て、通常の定常過程とみなすことはできなそうである。 

 

(b) 以下の command で結果が再現できる。 
ls d(y1) y1(-1) 

ls d(y1) c y1(-1) 

ls d(y1) c (@trend+1) y1(-1) 

genr dl = @date > @dateval("50") 

genr dp=d(dl) 

ls y1 c y1(-1) (@trend+1) dp dl 

ここで、genr dl = @date > @dateval("50")はダミー変数DLであり、genr dp=d(dl) はDPに該当す

る1。 ペロン検定の結果だけ掲載しておくと以下となる。Y1のラグの係数は0.479であり、

帰無仮説a1=1を検定するためのt値は-6.01(=(0.479-1)/0.0867)となる。 

 
 

1 Dl は 50 期まで 0、51 期以降は 1 となる変数である。したがって、その階差 dp=d(dl)は、51 期だけ 1 となり、それ以

外は 0 となる。 



(c) y2 を図示すると、50 期前後で構造変化が生じているのが分かる。また、図 4.10(a)(b)と

比べると、図 4.10(b)に近い動きをしていることが分かる。つまり、y2 は単位根をもっ

ており、50 期で大きなショック（パルス）が発生している。 

 
(d) 左下には水準、右下には階差の ACF と PACF を示している。水準でみると、ACF は非

常にゆっくりと減衰しており、また、PACF は 1 次以外ほぼ 0 となっている。これに対

し、階差では ACF はほぼ 0 となっており、PACF もほぼ 0 である。これらの結果か

ら、y2 には単位根がある可能性を疑わせる。 

 

(e) これは以下のコマンドを入力すればよい。 
ls d(y2) c (@trend+1) y2(-1) 



そうすると以下となる。この結果から、y2 のラグの係数は-0.022 と小さく、単位根仮説を

棄却できないとわかる。 

 
 

(f) これは 
ls y2 c y2(-1) (@trend+1) dp dl 

と入力すれば推定できる。y2 のラグの係数は 0.973 と 1 に近く、単位根仮説を棄却できな

い。また、パルス DP の係数は 2 であり、t 値は 6.97 と大きい。したがって、y2 は単位根

をもっており、51 期にパルスが発生した確率過程と分かる。 

 

 

[8] 

(a)4 章の EViews マニュアルに解説があるため、ここでは結果だけを掲載する。ただし、y1

～y8 は以下として定義している。 
genr y1 = log(australia) 

genr y2 = log(canada) 

genr y3 = log(france) 



genr y4 = log(germany) 

genr y5 = log(japan) 

genr y6 = log(netherlands) 

genr y7 = log(uk) 

genr y8 = log(us) 

推定結果をみると、表 4.11 とほぼ同じ結果となっている。 

 

(b)t 値が 0 に近い国、具体的には、オーストラリア y1、カナダ y2、米国 y8 を除くと、推

定結果は改善する（IPS 統計量は-2.99 から-3.38 となっている）。しかし、こうした選択

は恣意的である。もし t 値の小さい国だけを選ぶという検定を考えるなら、そうした選

択が臨界値にも影響を与えてしまい、IPS 検定で用いている臨界値は不適当となる。 

 

(d) 全ての国を用いて IPS 検定を行う。ただし、確定的トレンドとして、定数項とトレンド

変数を含める。このとき、推定結果は以下となる。Group Unit Root Test Window にお

いて、Include in test equation の Individual intercept and trend を選択して OK とし

よう。 



 
推定結果は以下の通りである。トレンドを含めた結果、IPS 統計量は-1.211 となり、p 値は

10%より大きい。このため、帰無仮説（全ての系列に単位根がある）は採択されてしまう。

ここで重要な点は、不必要な確定的要因（この場合、トレンド）を含めてしまうことで検出

力が低下してしまうことである。ただし、必要な確定的要因を含めないと、定式化の誤りに

よって検出力が低下してしまう。単位根検定において、回帰式に確定的要因のどれを含める

かという問題が非常に大事なことが理解できるだろう。 

 

  



[9] 

(a) 各系列で別々に単位根検定をしよう。ここで y1 はオーストリアの実質為替レートの対数

とする。そして Unit Root Test Window を開いて、Dickey-Fuller GLS を選択する。また、

Lag Selection は t-statistic、Maximum lags は 10、p-value は 0.05 としよう。 

        

そして OK すると、以下の画面が表示される。t 値は-1.56 であり、10%の臨界値-1.61 より

わずかに大きい。このため、単位根仮説を棄却できない。 

 

同様に、y2～y8 系列について確認すると、y2、y7、y8 で単位根仮説を棄却できる。 

(b) EViews のマニュアル 4 章を参照されたい。 

 

  



[10] 

(a) 1973 年半ばにトレンドの係数に構造変化があったとし、ペロン検定を行う。ここで

log(rgdp)を y としよう。また、1973Q2 に定数項と AR の係数に構造変化があった可能性

を考慮して推定を行う。被説明変数は y の階差である。また、1973Q2 においてトレン

ド変数は 105 になっているため、DT は DL*(@trend-105)とした。 

genr y = log(rgdp)  

genr dy=d(y)  
   genr DL = @date > @dateval("1973Q2") 

   genr DT=DL*(@trend-105) 

  推定は、以下のコマンドを入力すればよい。 

ls dy c y(-1) dy(-1) @trend DL DT 
  推定結果は以下となる。 

  
これをみると、この結果をみると、DL は有意ではないが、DT は有意であり、トレン

ドの傾きに構造変化があった可能性を示唆している。また、yt-1 の係数は-0.0436 であ

り、その t 値は-2.672 となっている。ペロン検定では、モデル 2 の臨界値は-3.96 であ

るため(λは約 0.4 である)、単位根仮説を棄却できない。 

実質 GDP を図示すると、2008 年の金融危機において水準が大きく低下し、そこか

ら回復していないようにみえる(左下図参照)。つまり、構造変化が 2008 年にも生じて

いる可能性がある。ここで分析期間を 2007Q4 までとして同じ推定をしてみよう。ここ

で yt-1 の係数は-0.097 であり、その t 値は-4.346 であり、臨界値-3.96 よりも小さい。し

たがって、単位根仮説を棄却できる。 



 

 

(b) EViews のマニュアルでは、BN 分解と HP 分解によって、実質 GDP の循環部分を求め

ているので、そちらを参照してもらいたい。GDP ギャップとは、実質 GDP から潜在 GDP

（賃金・価格が伸縮的なときに達成される GDP）との差として定義される。GDP ギャ

ップは、総需要（実質 GDP）が平均的供給力（潜在 GDP）をどれぐらい上回っているか

を測っているため、需給ギャップとも呼ばれる。実質 GDP は rgdp、潜在 GDP は potential

であるため、GDP ギャップは 

genr gdpgap=log(rgdp/potential) 

として求められる。下図では、BN 分解と HP 分解による循環項、GDP ギャップを示し

ている。 

 
教科書でも指摘した通り、BN 分解では、循環要素はぎざぎざの動きを示している。これ

に対し、HP 分解では、循環要素はなめらかに動いている。網掛け領域は、全米経済研究所
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(National Bureau of Economic Research、NBER)が公表している景気後退期（ピークからボト

ムまで）を表している。NBER の景気後退期、また GDP ギャップと比較すると、BN 分解と

HP 分解ともに景気循環を良く捉えているようにみえる。しかし、2008 年の金融危機では、

BN 分解は循環要素をプラスと評価している。また、HP 分解では、2008 年において循環要

素は大きなマイナスと評価されているが、2010 年には大きなプラスになっている。これは

2010 年においても、米景気が不況期にあったことを考えると問題であろう。 

 HP 分解の問題としては、データの最初と最後の期間において、景気循環が誤って評価さ

れてしまっている。これに対し、BN 分解では、景気循環がかなり小刻みに変動しているだ

けでなく、金融危機時に好景気として推定されてしまっている。 

 

(c) y を定数項、トレンド、DL、DT で回帰する 
ls y c @trend DL DT 

ここで回帰残差を循環要因としよう。以下では、残差を GDP ギャップと一緒に図示した。

残差と GDP ギャップは似た動きをしているが、残差の変動は非常に大きい。また、残差を

みると、金融危機によって、景気が後退していることを捉えているが、景気の悪化は収まる

どころか深刻化している。これに対し、GDP ギャップでは、金融危機の影響は大きいが、

景気の悪化は収まりつつあり、改善の兆しがみてとれる。 
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[11]この問題は、学生版の EViews では扱えないので注意されたい。 

(a) EViews マニュアルの 4 章を参照されたい。念のため、以下が結果を再現するための

コードとなります。 

!draws=5000  

!series =100   

!a=1 

workfile dftest u !draws  

vector(!draws) vec_a=0  

vector(!draws) vec_t=0  

smpl 1 1 

series y=0         

for !i=1 to !draws      

 smpl 2 !series 

 series y=!a*y(-1)+nrnd   

 equation eq1.ls y c y(-1)  

 vec_a(!i)=@coefs(2) 

 vec_t(!i)=(@coefs(2)-1)/@stderrs(2)  

next 

smpl 1 !draws 

mtos(vec_a,vec_ahat)  

mtos(vec_t,vec_that) 

vec_ahat.hist 

vec_that.hist 

N:繰り返し回数を 5000 回に 

T:サンプルサイズは 100 

a: AR(1)の係数であり、単位根を仮定 

 

 

 

 

 

これは for 文と言われて、for から next まででひ

とまとまりになっている。ここで!i は 1 で始まっ

て、!draws で終わる。まず、!i を 1 としてデータを

AR(1)で生成する(rnmd は標準正規乱数)。そして

OLS で推定して AR(1)の係数を得る。その結果を、

ベクトル vec_a の第一要素に収納する。今度は、!i

を 2 として同じことをする。 

 

ベクトルのままだと計算しにくいので、vec_a、

vec_t を時系列データに変換する。 

 

 
 (b)トレンド変数を含めるためには、 

equation eq1.ls y c y(-1) 
という行を 

equation eq1.ls y c y(-1) @trend 
に置き換えたらよい。ここで@trend はトレンド変数である。そして run をおすと、以下の



図が得られる。左下の図では、AR(1)の係数の分布を示しており、その平均は約 0.9 とな

っている。また、t 統計量の分布は中心がだいたい-2.1 になっている。 

 
(a)(b)の結果を比較すると、AR(1)の係数は、トレンドを含めたときの方が、より小さい

値が生じやすいことが分かる。つまり、係数の分布は全体的に左にシフトしている。同様

に、t 統計量についても、トレンド変数を含めたときの方が、より小さな値が生じやすく

なっている。 

 

(c)DGP を定常過程としたいなら、!a の値を変えればよい。たとえば、a=0.5 なら code は 

!a=0.5  
また、t 統計量は真の値を 0.5 とするため、 
vec_t(!i)=(@coefs(2)-0.5)/@stderrs(2)  
と変更する。a=0.95 なら 
!a=0.95 
vec_t(!i)=(@coefs(2)-0.95)/@stderrs(2)  
とする。以下では、結果だけを示す。以下では結果だけを示す。 

下図では、a=0.5 の場合について、AR(1)の係数、t 統計量の分布を示している。AR(1)の

係数は真の値 0.5 の周りで正規分布している。また、t 統計量も 0 を中心にした正規分布し

である。したがって、定常過程であれば、通常の分布理論があてはまる。 

 
 下図では、a=0.95 の場合について、AR(1)の係数、t 統計量の分布を示している。左下の



図をみると、AR(1)の係数は中心が 0.95 ではなく、左にひずんだ分布をしていることが分

かる。また、t 値の分布も 0 ではなく、0 を下回った値が中心となっている。これらはラン

ダムウォークからデータを生成した場合と同じである。したがって、AR(1)の係数が 1 に

近い場合でも、単位根の場合と同様の問題が生じることが分かる。 

 

(d) 以下では、δ=0,1,2,3についてa1の分布を示す。これをみると、δ=0の場合（構造変化

なし）、a1の係数は真の値0.5の近辺で推定されている。しかし、構造変化があるとき、a1

の係数は1の方向でバイアスがある。そして、これはδの値が大きくなるほど、バイアス

も大きくなっていることが確認できる。 

δ=0                δ=1 

 

δ=2                   δ=3 

  

以下のcodeをrunすれば、δ=1、a1=0.5の場合について、a1の推定量の分布を計算でき



る。興味のある読者は、いろいろと設定を変えて、分布がどのように変化するかを調べて

みてもらいたい。 
!draws=5000 

!series =100      

!a=0.5 

!delta=1 

workfile monte u !draws 

vector(!draws) vec_a=0 

genr dummy = @date > @dateval("50") 

smpl 1 1 

series y=0 

for !i=1 to !draws 

 smpl 2 !series 

 series y=!a*y(-1)+!delta*dummy+nrnd 

 equation eq1.ls y c y(-1) 

 vec_a(!i)=@coefs(2) 

next 

smpl 1 !draws 

mtos(vec_a,vec_ahat) 

vec_ahat.hist 

 


