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新谷元嗣、藪友良 

第 3 章の解答 
[1] 別の解法として、2 章で AR(1)過程の条件なし平均を導出した方法で、(3.5)式を導出で

きる。まず、 

𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2] = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡−12 ] 

に、𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡−12 ] = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡−22 ]を代入すると、 

𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2] = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1(𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡−22 ]) 

= 𝛼𝛼0(1 + 𝛼𝛼1) + 𝛼𝛼12 𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡−22 ] 

となる。さらに代入を繰り返すと、 

𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2] = 𝛼𝛼0(1 + 𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼12 … + 𝛼𝛼1𝑡𝑡−1) + 𝛼𝛼1𝑡𝑡 𝐸𝐸[𝜀𝜀02] 

を得る。ここで|𝛼𝛼1| < 1であるから、𝑡𝑡が十分に大きくなると、𝛼𝛼0(1 + 𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼12 … + 𝛼𝛼1𝑡𝑡−1)は

𝛼𝛼0/(1− 𝛼𝛼1)に、𝛼𝛼1𝑡𝑡 𝐸𝐸[𝜀𝜀02]は 0 に収束していく。したがって、𝑡𝑡が十分に大きいと、 
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1 − 𝛼𝛼1
 

 

[2] ARCH(1)過程において、𝜀𝜀𝑡𝑡の条件なし平均は、 

𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡] =  𝐸𝐸 �𝑣𝑣𝑡𝑡 �𝛼𝛼0 +� 𝛼𝛼𝑗𝑗𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗2
𝑝𝑝

𝑗𝑗=1
�

1
2
� 

=  𝐸𝐸[𝑣𝑣𝑡𝑡]𝐸𝐸 ��𝛼𝛼0 + � 𝛼𝛼𝑗𝑗𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗2
𝑝𝑝

𝑗𝑗=1
�

1
2
� = 0 

となり（𝑣𝑣𝑡𝑡と𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗の独立性に注意）、自己共分散は（𝑖𝑖 ≠ 0に対し） 

𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑖𝑖] =  𝐸𝐸 �𝑣𝑣𝑡𝑡𝑣𝑣𝑡𝑡−𝑖𝑖 �𝛼𝛼0 + � 𝛼𝛼𝑗𝑗𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗2
𝑝𝑝

𝑗𝑗=1
�

1
2
�𝛼𝛼0 + � 𝛼𝛼𝑗𝑗𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑖𝑖−𝑗𝑗2

𝑝𝑝

𝑗𝑗=1
�

1
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= 𝐸𝐸[𝑣𝑣𝑡𝑡]𝐸𝐸 �𝑣𝑣𝑡𝑡−𝑖𝑖 �𝛼𝛼0 + � 𝛼𝛼𝑗𝑗𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗2
𝑝𝑝

𝑗𝑗=1
�

1
2
�𝛼𝛼0 + � 𝛼𝛼𝑗𝑗𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑖𝑖−𝑗𝑗2

𝑝𝑝

𝑗𝑗=1
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� = 0 

となる。また、𝜀𝜀𝑡𝑡の条件なし分散は 

𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2] = 𝐸𝐸 �𝑣𝑣𝑡𝑡2 �𝛼𝛼0 + � 𝛼𝛼𝑗𝑗𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗2
𝑝𝑝

𝑗𝑗=1
�� 

= 𝛼𝛼0 + � 𝛼𝛼𝑗𝑗𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗2 ]
𝑝𝑝

𝑗𝑗=1
 

となる。ここで𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2] = 𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗2 ]を用いて、上式を𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2]について解けば 



𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2] =
𝛼𝛼0

1 − ∑ 𝛼𝛼𝑗𝑗
𝑝𝑝
𝑗𝑗=1

 

を得る。以上から、条件なし平均、分散、自己共分散は時点に依存していないため、{𝜀𝜀𝑡𝑡}は

定常である。 

次に、条件付き平均と分散を求めてみよう。𝑡𝑡 − 1期までの情報を所与とすると、𝜀𝜀𝑡𝑡の条件

付き平均は、 

𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡|𝜀𝜀𝑡𝑡−1, 𝜀𝜀𝑡𝑡−2, … ] = 𝐸𝐸𝑡𝑡−1𝑣𝑣𝑡𝑡 𝐸𝐸𝑡𝑡−1 ��𝛼𝛼0 + � 𝛼𝛼𝑗𝑗𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗2
𝑝𝑝

𝑗𝑗=1
�

1
2
� = 0 

となる。𝑡𝑡 − 1期までの情報を所与とすると、𝜀𝜀𝑡𝑡の条件付き分散は、 

𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2|𝜀𝜀𝑡𝑡−1, 𝜀𝜀𝑡𝑡−2, … ] = 𝐸𝐸𝑡𝑡−1𝑣𝑣𝑡𝑡2 𝐸𝐸𝑡𝑡−1 ��𝛼𝛼0 + � 𝛼𝛼𝑗𝑗𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗2
𝑝𝑝

𝑗𝑗=1
�� 

= 𝛼𝛼0 + � 𝛼𝛼𝑗𝑗𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗2
𝑝𝑝

𝑗𝑗=1
 

式展開では、σv
2=1、𝑣𝑣𝑡𝑡と𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗は互いに独立であることに注意。以上から、条件付き分散は、

𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗2 の実現値に依存する。 

 

[3] GARCH(1,1)過程 

ℎ𝑡𝑡 = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛽𝛽1ℎ𝑡𝑡−1 

を考える。このとき、この式に 1 期前の条件付き分散ℎ𝑡𝑡−1 = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−22 + 𝛽𝛽1ℎ𝑡𝑡−2を代入す

ると、 

ℎ𝑡𝑡 = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛽𝛽1(𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−22 + 𝛽𝛽1ℎ𝑡𝑡−2) 

= 𝛼𝛼0(1 + 𝛽𝛽1) + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼1𝛽𝛽1𝜀𝜀𝑡𝑡−22 + 𝛽𝛽12ℎ𝑡𝑡−2 

となる。さらに 2 期前の条件付き分散ℎ𝑡𝑡−2 = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−32 + 𝛽𝛽1ℎ𝑡𝑡−3を代入すると、 

ℎ𝑡𝑡 = 𝛼𝛼0(1 + 𝛽𝛽1) + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼1𝛽𝛽1𝜀𝜀𝑡𝑡−22 + 𝛽𝛽12(𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−32 + 𝛽𝛽1ℎ𝑡𝑡−3) 

= 𝛼𝛼0(1 + 𝛽𝛽1 + 𝛽𝛽12) + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼1𝛽𝛽1𝜀𝜀𝑡𝑡−22 + 𝛼𝛼1𝛽𝛽12𝜀𝜀𝑡𝑡−32 + 𝛽𝛽13ℎ𝑡𝑡−3 
となる。こうした代入を繰り返していくと、htは ARCH(∞)過程として表せる。 

ℎ𝑡𝑡 = 𝛼𝛼0(1 + 𝛽𝛽1 + 𝛽𝛽12+. . . ) + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼1𝛽𝛽1𝜀𝜀𝑡𝑡−22 + 𝛼𝛼1𝛽𝛽12𝜀𝜀𝑡𝑡−32 +. .. 

ここで|𝛽𝛽1| < 1であるから(𝛼𝛼1 > 0,𝛽𝛽1 ≥0、𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1 < 1から、1 > 𝛽𝛽1 ≥0)、𝑗𝑗が非常に大きいな

ら𝛽𝛽1
𝑗𝑗ℎ𝑡𝑡−𝑗𝑗は 0 となることに注意。 

 

[4] 予測誤差を 

𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑡𝑡2 − 𝐸𝐸𝑡𝑡−1𝜀𝜀𝑡𝑡2 = 𝜀𝜀𝑡𝑡2 − ℎ𝑡𝑡 

と定義する。GARCH(1, 2)過程ℎ𝑡𝑡 = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼2𝜀𝜀𝑡𝑡−22 + 𝛽𝛽1ℎ𝑡𝑡−1の両辺に、予測誤差𝑢𝑢𝑡𝑡 =

𝜀𝜀𝑡𝑡2 − ℎ𝑡𝑡を加えると 



ℎ𝑡𝑡 + (𝜀𝜀𝑡𝑡2 − ℎ𝑡𝑡) = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼2𝜀𝜀𝑡𝑡−22 + 𝛽𝛽1ℎ𝑡𝑡−1 + (𝜀𝜀𝑡𝑡2 − ℎ𝑡𝑡) 

となる。左辺を整理すると、 

𝜀𝜀𝑡𝑡2 = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼2𝜀𝜀𝑡𝑡−22 + 𝛽𝛽1ℎ𝑡𝑡−1 + (𝜀𝜀𝑡𝑡2 − ℎ𝑡𝑡) 

となる。ここで右辺に𝛽𝛽1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 − 𝛽𝛽1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 を加えると 

𝜀𝜀𝑡𝑡2 = 𝛼𝛼0 + (𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1)𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼2𝜀𝜀𝑡𝑡−22 − 𝛽𝛽1(𝜀𝜀𝑡𝑡−12 − ℎ𝑡𝑡−1) + (𝜀𝜀𝑡𝑡2 − ℎ𝑡𝑡) 

となる。ここで𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑡𝑡2 − ℎ𝑡𝑡, 𝑢𝑢𝑡𝑡−1 = 𝜀𝜀𝑡𝑡−12 − ℎ𝑡𝑡−1を用いると 

𝜀𝜀𝑡𝑡2 = 𝛼𝛼0 + (𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1)𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼2𝜀𝜀𝑡𝑡−22 − 𝛽𝛽1𝑢𝑢𝑡𝑡−1 + 𝑢𝑢𝑡𝑡 

となる。  

(a) まずは𝑢𝑢𝑡𝑡に系列相関がないことを示す。つまり、𝑡𝑡 ≠ 𝑠𝑠のとき 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑢𝑢𝑡𝑡 ,𝑢𝑢𝑠𝑠) = 0 

が成立することを示せばよい。定義により、𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑡𝑡2 − ℎ𝑡𝑡、𝜀𝜀𝑡𝑡 =  𝑣𝑣𝑡𝑡ℎ𝑡𝑡
1/2

であるため、 
𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑡𝑡2 − ℎ𝑡𝑡 = 𝑣𝑣𝑡𝑡2ℎ𝑡𝑡 − ℎ𝑡𝑡 = (𝑣𝑣𝑡𝑡2 − 1)ℎ𝑡𝑡 

である。ここで、𝑣𝑣𝑡𝑡とℎ𝑡𝑡 は独立なので、 

𝐸𝐸[𝑢𝑢𝑡𝑡] = 𝐸𝐸[(𝑣𝑣𝑡𝑡2 − 1)ℎ𝑡𝑡] = 𝐸𝐸[𝑣𝑣𝑡𝑡2 − 1]𝐸𝐸[ℎ𝑡𝑡] = (1− 1)𝐸𝐸[ℎ𝑡𝑡] = 0 

となる。ここで𝑡𝑡 > 𝑠𝑠とすると、 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑢𝑢𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑠𝑠) = 𝐸𝐸[𝑢𝑢𝑡𝑡𝑢𝑢𝑠𝑠] 

= 𝐸𝐸[(𝑣𝑣𝑡𝑡2 − 1)ℎ𝑡𝑡(𝑣𝑣𝑠𝑠2 − 1)ℎ𝑠𝑠] 

= 𝐸𝐸[(𝑣𝑣𝑡𝑡2 − 1)]𝐸𝐸[ℎ𝑡𝑡(𝑣𝑣𝑠𝑠2 − 1)ℎ𝑠𝑠] = 0 

となる。次に、{𝜀𝜀𝑡𝑡2}が ARMA(2,1) 過程となることを示す。既に示したとおり、 

𝜀𝜀𝑡𝑡2 = 𝛼𝛼0 + (𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1)𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼2𝜀𝜀𝑡𝑡−22 − 𝛽𝛽1𝑢𝑢𝑡𝑡−1 + 𝑢𝑢𝑡𝑡 

となる。𝑢𝑢𝑡𝑡はホワイトノイズ（𝐸𝐸[𝑢𝑢𝑡𝑡] = 0、𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣(𝑢𝑢𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑠𝑠) = 0）であるから、𝜀𝜀𝑡𝑡2は ARMA(2,1)

過程となる。ここで自己回帰部分の係数は𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1と𝛼𝛼2、MA 部分の係数は−𝛽𝛽1となる。 

(b) GARCH(2, 1)過程 

ℎ𝑡𝑡 = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛽𝛽1ℎ𝑡𝑡−1 + 𝛽𝛽2ℎ𝑡𝑡−2 

とする。ここで両辺に予測誤差𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑡𝑡2 − ℎ𝑡𝑡を加えると 

𝜀𝜀𝑡𝑡2 = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼2𝜀𝜀𝑡𝑡−22 + 𝛽𝛽1ℎ𝑡𝑡−1 + 𝛽𝛽2ℎ𝑡𝑡−2 + 𝑢𝑢𝑡𝑡 

となる。ここで𝑢𝑢𝑡𝑡−1 = 𝜀𝜀𝑡𝑡−12 − ℎ𝑡𝑡−1から、ℎ𝑡𝑡−1 = 𝜀𝜀𝑡𝑡−12 − 𝑢𝑢𝑡𝑡−1となる。同様に、ℎ𝑡𝑡−2 = 𝜀𝜀𝑡𝑡−22 − 𝑢𝑢𝑡𝑡−2
となる。これらを上式に代入すると、 

𝜀𝜀𝑡𝑡2 = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼2𝜀𝜀𝑡𝑡−22 + 𝛽𝛽1(𝜀𝜀𝑡𝑡−12 − 𝑢𝑢𝑡𝑡−1) + 𝛽𝛽2(𝜀𝜀𝑡𝑡−22 − 𝑢𝑢𝑡𝑡−2) + 𝑢𝑢𝑡𝑡 

= 𝛼𝛼0 + (𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1)𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + (𝛼𝛼2 + 𝛽𝛽2)𝜀𝜀𝑡𝑡−22 + 𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝛽𝛽1𝑢𝑢𝑡𝑡−1 − 𝛽𝛽2𝑢𝑢𝑡𝑡−2 

となる。これはまさに ARMA(2,2)過程である。  

(c) GARCH(p, q)過程 

ℎ𝑡𝑡 = 𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑞𝑞𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑞𝑞2 + 𝛽𝛽1ℎ𝑡𝑡−1 + ⋯+ 𝛽𝛽𝑝𝑝ℎ𝑡𝑡−𝑝𝑝 

とする。このとき、𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑡𝑡2 − ℎ𝑡𝑡はℎ𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑡𝑡2 − 𝑢𝑢𝑡𝑡であり、これを左辺に代入して整理すると 

𝜀𝜀𝑡𝑡2 = 𝛼𝛼0 + �𝛼𝛼𝑖𝑖𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑖𝑖2

𝑞𝑞

𝑖𝑖=1

+�𝛽𝛽𝑖𝑖ℎ𝑡𝑡−𝑖𝑖

𝑝𝑝

𝑖𝑖=1

+ 𝑢𝑢𝑡𝑡 



をとなる。上式にℎ𝑡𝑡−𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑖𝑖2 − 𝑢𝑢𝑡𝑡−𝑖𝑖を代入すると 

    𝜀𝜀𝑡𝑡2 = 𝛼𝛼0 + ∑ (𝛼𝛼𝑖𝑖 + 𝛽𝛽𝑖𝑖)𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑖𝑖2𝑚𝑚
𝑖𝑖=1 + 𝑢𝑢𝑡𝑡 − ∑ 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑢𝑢𝑡𝑡−𝑖𝑖

𝑝𝑝
𝑖𝑖=1  

となる。したがって、𝜀𝜀𝑡𝑡2は ARMA(m, p)となる。ここで、𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑖𝑖2 の係数は𝛼𝛼𝑖𝑖 + 𝛽𝛽𝑖𝑖となる。 

 

[5] a)b) 左下の表では、各モデルからデータを発生させた結果をまとめている。右下図では、

これらの動きを示している。 

 

モデル 1 は単なる AR(1)モデルであり、2 期と 3 期の負のショックの影響を受けて、y1 の

値は低下しているが、その影響はすぐに消える。モデル 2 はホワイトノイズ+ARCH-M 効果

であり、負のショックの影響を受けて、ARCH-M 効果のため、y2 の水準が大きく低下して

いる。モデル 3 は、AR(1)に ARCH-M 効果があるモデルである。負のショックの影響を受

けて、ARCH-M 効果により y3 の水準が低下し、AR(1)効果のため影響がさらに拡大してい

る。平均を比較すると、y3 が最も小さくなっている。また、分散も y3 が最も大きい。 

 

[6] 条件付き期待値は 

𝐸𝐸𝑡𝑡−1𝑦𝑦𝑡𝑡 =  𝐸𝐸𝑡𝑡−1(𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑦𝑦𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑦𝑦𝑡𝑡−1 

となる。また、条件付き分散は 

𝐸𝐸𝑡𝑡−1[(𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐸𝐸𝑡𝑡−1𝑦𝑦𝑡𝑡)2] = 𝐸𝐸𝑡𝑡−1𝜀𝜀𝑡𝑡2  

となる。 

次に、条件なし分散を求める。ここで𝑦𝑦𝑡𝑡の特殊解は、  

𝑦𝑦𝑡𝑡 =
𝑎𝑎0

1 − 𝑎𝑎1
+ 𝜀𝜀𝑡𝑡 + 𝑎𝑎1𝜀𝜀𝑡𝑡−1 + 𝑎𝑎12𝜀𝜀𝑡𝑡−2 + ⋯ 

であるから、𝐸𝐸[𝑦𝑦𝑡𝑡] = 𝑎𝑎0/(1− 𝑎𝑎1)となり、また 

𝑣𝑣𝑎𝑎𝑣𝑣(𝑦𝑦𝑡𝑡) = 𝐸𝐸[(𝜀𝜀𝑡𝑡 + 𝑎𝑎1𝜀𝜀𝑡𝑡−1 + 𝑎𝑎12𝜀𝜀𝑡𝑡−2 +⋯ )2] =
𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2]
1 − 𝑎𝑎12

 

となる。ここで 

𝜀𝜀𝑡𝑡 = 𝑣𝑣𝑡𝑡�𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼2𝜀𝜀𝑡𝑡−22  

時点 y1 y2 y3 epsiron
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 -0.5 -2 -1.5 -1
3 -2.25 -3 -3.75 -2
4 -0.125 -3 -4.875 1
5 0.9375 0 -2.4375 1

平均 -0.1875 -1.4 -2.3125 0
分散 1.757813 3.3 5.070313 2

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

0 1 2 3 4 5

y1

y2

y3



であり、また𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡] = 0、𝐸𝐸[𝑣𝑣𝑡𝑡] = 0から 
𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2] = 𝐸𝐸[𝑣𝑣𝑡𝑡2]𝐸𝐸[𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝜀𝜀𝑡𝑡−12 + 𝛼𝛼2𝜀𝜀𝑡𝑡−22 ] 

=  𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡−12 ] + 𝛼𝛼2𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡−22 ] 

となる。条件なし分散が、時間を通じて一定であるなら(𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2] = 𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡−12 ] = 𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡−22 ]) 

𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2] =
𝛼𝛼0

1 − 𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2
 

となる。したがって、𝑦𝑦𝑡𝑡の条件なし分散は、 

𝑣𝑣𝑎𝑎𝑣𝑣(𝑦𝑦𝑡𝑡) =
𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑡𝑡2]
1 − 𝑎𝑎12

=
1

1 − 𝑎𝑎12
𝛼𝛼0

1 − 𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2
 

 

[7] 基本統計量を確認しよう。Workfile Window から y を選択し、View→Descriptive  

Statistics&Tables→Stats Table とすると、以下の画面が表示される。 

 

標本平均は 0.263、標本標準偏差は 4.894、最大値、最小値は–10.8、15.15 となる。 

(a) AR(1)モデルを推定するため、ls y y(-1)と command window に入力すると以下の推定結果 

が出力される。 

 
(b) Equation WindowにおいてView→Residual Diagnostics→Correlogram Q-statisticsと選択



すると以下の画面が出力される。これをみると、残差の ACF と PACF はともに小さな

値をとっている。また、Q-Stat をみると、どれも小さな値であり、p 値は 10%を超えて

いるため、系列相関は存在しない。この結果から、残差はホワイトノイズであり、AR(1)

は良いモデルであるといえよう。 

 
(c)残差の 2 乗の ACF と PACF をみてみよう。Equation Window において View→Residual 

Diagnostics→Correlogram Squared Residuals を選択すると以下の画面が出力される。これ

をみると、ACF と PACF は高い値をとっており、残差の 2 乗には系列相関があることを

確認できる。したがって、ARCH 効果はあるといえる。 

 



(d)残差 2 乗を残差 2 乗のラグで回帰してみよう。Equation Window において View→

Residual Diagnostics→Heteroskedasticity Test とし、Heteroskedasticity Window において

ARCH を選び、Number of Lags は 1 とする。そして、OK とすると、以下の画面が出力

される。これをみると、残差 2 乗のラグは係数が 0.47 であり、その t 値は 5.27 と高い。

また、TR2は 22.02777 と大きく、対応する p 値は 0.000 となっている。以上から、残差

2 乗には系列相関が残っており、ARCH 効果があることが分かる。 

 
(e)平均の式は AR(1)として、誤差項は ARCH(1)として推定をしよう。Equation Estimation

ウィンドウにおいて、推定法 Method として ARCH-Autoregressive Conditional 

Heteroskedasticity を選択すると左下の図のような画面に切り替わる。図の通りに入力す

ると推計結果が得られる（右下の図）。 

  



よって、推定結果は以下となる。教科書とほぼ同じ結果が得られている。 

yt = 0.886yt-1 + εt               ht = 1.17 + 0.663εt-1
2 

                 (33.00)                      (4.37)  (3.01) 

 

[8](a)ARCH-M 過程を推定するため、Equation Window を左下のように選択する。ARCH 過

程との違いは項目 ARCH-M において Variance を選択することである。こうすることで

平均の式に条件付き分散を説明変数として加えることができる。そして OK とすると、

右下の画面が得られる。 

 
推定結果をまとめると以下となる。 

yt = 0.917 + 0.625ht + εt     ht = 0.108 + 0.580εt-1
2  

   (13.99) (1.79)                 (5.73)   (2.55) 

(b)このため、現在のモデルは不適当といえる。残差と残差 2 乗の ACF、PACF を調べてみ

ると、系列相関が残っていることが分かる。これは View→Residual Diangnostics→

Correlogram Q-statistics もしくは Correlogram Squared Residuals として確認できる。別の

モデルとして、GARCH(1,1)を試してみよう。そうすると、残差にはいまだ系列相関が

残るが、残差 2 乗は系列相関が消えることが確認できる。GARCH の次数をかえること

で、系列相関がどうなるかを確認してもらいたい。 

 

[9] (a)RGDP.XLS を開き、Eviews にデータを入力しよう。GDP の成長率を y と定義する。 
genr y=log(rgdp/rgdp(-1)) 

そして、定数項を含めた AR(1)で推定するため、ls y c y(-1)と入力すると左下の画面の結果

が得られ、教科書とほぼ同じ結果が得られる。次に、ラグを 4 つ（1 年分）まで用いて、

残差 2 乗の LM 検定を行う。残差 2 乗を残差の 2 乗のラグで回帰すると右下の画面が得



られ、ここでも教科書とほぼ同じ結果が再現できる。 

 

1984 年以降のボラティリティ低下を確かめるため、ダミー変数 d1 を導入してみる

（1984Q1 以降は d1 =1、それ以前は d1 =0 とする）。 

genr d1=@date>@dateval("1983Q4") 

分散式に、ARCH(1)効果と d1 を含めて回帰する。Equation Window ウィンドウの Variance 

regressors に d1 と入力すると分散式にダミー変数を説明変数として追加できる。左下画面が

推定のための入力であり、右下画面が推定結果となる。d1 の係数はマイナスで有意である

ことから、1984Q4 以降にボラティリティが恒常的に大きく減少したことが分かる。具体的

には、1984Q4 以前は、分散式の定数項が 0.000110 であったのが、1984Q4 以降は

0.0000225(=0.000110-0.000085)に大きく低下している。 

 

(b)金融危機を表すダミー変数を d2 とする。これは 2007Q3 まで 0、それ以降は 1 となるダ

ミー変数である。 

genr d2=@date>@dateval("2007Q3") 



下画面はd2を新たに分散式に加えた場合の推定結果である。これをみると、d2の係数はプ

ラスであるが有意となっていない。金融危機がボラティリティを増加させた効果は一時的

であることが分かる。これに対して、d1の係数はマイナスで有意であることから、1984Q4
以降にボラティリティが恒常的に減少したことが分かる。 

 
(c)実質消費rconsと実質投資roinvの変化率を、それぞれy2、y3と定義する。 

genr y2=log(rcons/rcons(-1)) 

genr y3=log(rinv/rinv(-1)) 

これらの分散式に d1 を加えて推定した結果は以下となる（左下が y2、右下が y3）。 

 
これらをみると、d1 の係数は有意に負であり、1984Q4 以降にボラティリティが恒常的

に減少したことが分かる。たとえば、実質消費をみると、分散式の定数項は 0.0000672 か

ら 0.0000189(=0.0000672-0.0000483)に大きく低下している。 
 
[10] EViews の 3 章の解説では、NYSE.XLS を用いて推定を行っている。そちらを確認して

もらいたい。 


