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補論 3.2 多変量 GARCH モデル 
対数尤度関数 

3 章 7 節では、1 変量の対数尤度を求めた。ここでは多変量の場合、とくに 2 変量につい

て対数尤度を求める。誤差項ε1t、ε2t は平均 0 で、2 次元の正規分布に従うとする。単純化の

ため、分散と共分散は時間を通じて一定としよう（この仮定は後で変更される）。したがっ

て、hijtから添え字 t を除くことができる。このとき、ε1tとε2t の尤度関数は、2 次元正規分

布の定義から、 
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となる。ただし、ρ12はε1tとε2tの相関係数とする（ρ12 = h12/(h11h22)0.5）。  

ここで行列 H を分散共分散行列 
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と定義すれば、尤度関数は、 
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と表現できる。ただし、εt = ( ε1t, ε2t )' であり、|H |は H の行列式である。ここで、「'」は

行列の転置を意味する。 
(A3.1)式と(A3.2)式が同じであることを示す。まず、行列式は|H|=h11h22–(h12)2であり、h12 = 

ρ12(h11h22)0.5から|H|= (1–(ρ12)2)h11h22と書ける。次に、H の逆行列 
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となる。さらに、これは h12 = ρ12(h11h22)0.5を用いると、  
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となる。以上を用いれば、(A3.1)(A3.2)式が等しいことを示せる。 

ここで{εt}は相互に独立としよう。したがって、(ε1, ε2, … εT)が同時に得られる尤度は、各

尤度の積となる。分散が一定なら、尤度は、 
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となる。対数をとると、対数尤度 
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を得る。最尤法では、実現値が得られる尤度を最大にするパラメータが選ばれる。具体的

には、εtの実現値が与えられたもとで、対数尤度を最大にする h11, h12, h22が選択される。  
GARCH 効果を分析したいため、条件付き分散 hijは一定ではなく、時変的としよう。3 章

8 節を読み終えた方は、h11, h22, h12が時変的なとき、いかに修正すればいいかは明らかだろ

う。このとき、尤度関数は、 
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となり、Htは 
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となる。尤度関数の対数をとると、対数尤度を得る。 
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これまで 2 変量の場合を考えてきた。しかし、(A3.2)(A3.3)式は k 変量でも成立する。た

だし、H は k x k の対称行列、εtは k x 1 の列ベクトルとなる。また、定数項 (2π)は k 乗さ

れる。  

多変量 GARCH の定式化 

(A3.3)を推定するためには、hijt の定式化を決めなくてはならない。3 章 10 節では、vech

モデル、対角 vech モデル、CCC モデルの基本的な考え方を紹介した。ここでは、行列を用

いて、より厳密に、vech モデル、対角 vech モデル、BEKK モデル、CCC モデル、DCC モ

デルを紹介していく。 

 

1. vech モデル、対角 vech モデル 

vech オペレータとは、対称行列の下（上）三角の要素を取り出して列ベクトルにする演

算方法である。たとえば、 対称行列を 
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とすると、vech オペレータを用いれば 

vech(Ht) = [ h11t, h12t, h22t ]′ 
という列ベクトルになる。 

ベクトルεt = [ε1t, ε2t]′を考えよう。εtεt′ = [ε1t, ε2t]′[ε1t, ε2t]を計算すると、2 x 2 の行列 
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となる。さらに vech オペレータを用いると、vech(εtεt′) = 2 2
1 1 2 2, ,t t t tε ε ε ε ′⎡ ⎤⎣ ⎦ となる。ここで、C = 

[ c1, c2, c3 ]′、A =3 x 3 の行列（各要素はαij）、B =3 x 3 の行列（各要素はβij）とする。このと

き、vech モデルは、 

vech(Ht) = C + A vech(εt-1εt-1′) + B vech(Ht-1) 

と表せる。行列を展開して、(3.40) − (3.42)式のシステムと同じであることを確認してもらい

たい。 

h11t = c10 + α11ε1t-1
2+ α12ε1t-1ε2t-1 + α13ε2t-1

2 + β11h11t–1 + β12h12t–1 + β13h22t-1     (3.40) 

h12t = c20 + α21ε1t-1
2 + α22ε1t-1ε2t-1 + α23ε2t-1

2 + β21h11t–1 + β22h12t–1 + β23h22t-1     (3.41) 

h22t = c30 + α31ε1t-1
2 + α32ε1t-1ε2t-1 + α33ε2t-1

2 + β31h1t–1 + β32h12t–1 + β33h22t-1      (3.42) 

対角 vech モデルとは、A と B の対角要素だけを用いたものである。つまり、i ≠ j に対し

αij = βij = 0 とすればよい。このとき、モデルは、 

h11t = c10 + α11ε1t-1
2 + β11h11t–1  

h12t = c20 + α22ε1t-1ε2t-1 + β22h12t-1 

h22t = c30 + α33ε2t-1
2+ β33h22t–1 

となる。 

 

2. BEKK モデル 

エングルら(Engle and Kroner (1995))は、条件付き分散が正であることを保証するため、い

わゆる BEKK モデルを考案した。当初、論文は Baba, Engle, Kraft, and Kroner (1991)として

発表されたため、著者たちの頭文字をとって BEKK モデルと呼ばれている。 

このモデルのアイデアは、全てのパラメータを 2 次形式(quadratic form)とし、分散が正で

あることを保証している点にある。変数が k 個あるとき、BEKK モデルの分散共分散行列は 

Ht = C'C + A'εt-1εt-1'A + B'Ht-1B 

と定式化される。A と B は k × k の行列である。しかし、C は k × k の対称行列でなければ

ならない（hijtの非対角要素の定数が同一になるため）。 

たとえば、2 変量なら、各行列は以下のように定義される。 
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また、εtはベクトルであり、εt=(ε1t, ε2t) 'とする。この行列を計算すると、 
2 2 2 2 2 2 2 2

11 11 12 11 1 1 11 21 1 1 2 1 21 2 1 11 11 1 11 21 12 1 21 22 1( ) ( 2 ) ( 2 )t t t t t t t th c c h h hα ε α α ε ε α ε β β β β− − − − − − −= + + + + + + +
2 2

12 12 11 22 12 11 1 1 11 22 12 21 1 1 2 1 21 22 2 1( ) ( )t t t t th c c c α α ε α α α α ε ε α α ε− − − −= + + + + +  

    11 12 11 1 11 22 12 21 12 1 21 22 22 1( )t t th h hβ β β β β β β β− − −+ + + +    
2 2 2 2 2 2 2 2

22 22 12 12 1 1 12 22 1 1 2 1 22 2 1 12 11 1 12 22 12 1 22 22 1( ) ( 2 ) ( 2 )t t t t t t t th c c h h hα ε α α ε ε α ε β β β β− − − − − − −= + + + + + + +  



となる。一般的に、hijt は、誤差項の 2 乗、誤差項の積、全ての条件付き分散共分散に依存

している。 

 
3. CCC モデル 

CCC モデルは、多変量 GARCH の特殊ケースである。2 変量の場合、Htは 
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となる。h11tと h22tはともに GARCH(1, 1)過程である。また、h12t = ρ12(h11th22t)1/2となる。シ

ステムのパラメータは 7 個だけである（条件付き分散の式は 2 本あり、各式は 3 つパラメ

ータがあり、さらにρ12を加えると、パラメータ数は 7 個となる）。 

 

4. DCC モデル  

エングル（Engle (2002)）は、相関係数を時変的とし、CCC モデルを拡張した DCC(Dynamic 

Conditional Correlation)モデルを提案している。DCC モデルでは、すべてのパラメータを同

時推定するのではなく、2 段階に分けて推定を行う。第 1 段階では、CCC モデルを推定し、

標準化残差を求める。標準化残差 0 .5ˆˆ /i t it i i ts hε= は、vitの推定値である。第 2 段階では、条件

付き共分散を推定するため、標準化残差を用いる。具体的には、標準化残差を平滑化する

ことで、相関係数を求める。エングルは、いくつかの平滑化法を分析している。まず、シ

ンプルな指数的平滑化がある。 

qijt = (1 − λ)sitsjt + λqijt-1  

ただし、λ < 1 とする。ここで、{qiit}は、標準化残差の交差項 sitsjtの加重平均となる。この

とき、時変的相関係数は、qijt を用いて 
           0.5/( )ijt ijt iit jjtq q qρ =             (A3.4) 

と推定される。エングルは、2 段階推定によって、時変的相関係数の一致推定量が得られる

ことを示した。しかし、こうした 2 段階推定は同時推定の場合に比べると効率的ではない。  

別の平滑化法として、 
qijt = (1 ) ijsα β− − + αsitsjt + βqijt-1  

がある。ここで、
i js は、sitと sjt間の条件なし共分散である（第 1 段階 CCC からの推定値）。

この平滑化では、
i js の係数を（1－α－β）と置くことで、qijtが条件なし共分散に収束するよ

うにしている。第 1 段階で推定された係数を尤度関数に入れれば、パラメータはαとβ だけ

となる。  
なぜ 2 段階推定が可能なのだろうか。ここでは、その証明をしよう。まず、Dt =対角行列

（その要素は hiit0.5）、Rtは時変的相関係数の行列（その要素は rijt = (hijt)/(hiithjjt)0.5）とす

る。このとき、行列 Htは、相関係数の定義から 
Ht = DtRtDt 

と表せる。たとえば、2 変量であれば、 



⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 5.0

22

5.0
11

1
1

t

t
t h

h
D 、 Rt

0.5
12 11 22

0.5
12 11 22

1 /( )
/( ) 1

t t t

t t t

h h h
h h h
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

となり、Ht = DtRtDtと書ける。Dtの逆行列を用いて、Rt = (Dt)-1Ht(Dt)-1 となる。 
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また、標準化残差を vtとすると、vt =Dt -1εtとなる。 
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標準化残差の 2 乗和は、vt'vtであり、これは vt'vt = 1 1
t t t tD Dε ε− −′ とも書ける。 
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対数尤度(A3.3)の Htに DtRtDt を代入すると、  
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となる。最後の式展開では、標準化残差の 2 乗を引いて、さらに加えるという操作をした。 
2 段階推定が適切であることを示そう。対数尤度において、Dt と Rt が別々に入っている

ことに気づいてもらいたい。したがって、Dtと Rtは別々に推定できる。まず、CCC モデル

によって、Dt のパラメータを推定する。これは Rt の値を知ることなくできる。次に、Dt の

値を用いて、標準化残差を作れる。これを尤度関数に代入し、Rt のパラメータを推定する。

厳密には、(A.3.5)の最大化は、第 1 段階で、 
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を最大化し、第 2 段階で次式を最大化すればよい。 
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