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・ 対数の差は変化率と解釈される

ln 𝑆𝑡 − ln 𝑆𝑡−1 = ln
𝑆𝑡
𝑆𝑡−1

= ln 1 +
𝑆𝑡 − 𝑆𝑡−1
𝑆𝑡−1

≈
𝑆𝑡 − 𝑆𝑡−1
𝑆𝑡−1

[補足] 𝜀が0に近い値であれば(正でも負でも)、
ln 1 + 𝜀 ≈ 𝜀

𝑦 = 1付近では、ln 𝑦 ≈ 𝑦 − 1
𝑦 = 1 + 𝜀と設定すると、
𝜀が0に近いとき

ln 1 + 𝜀 ≈ 1 + 𝜀 − 1 = 𝜀

図 A - 2 ln(y) と直線 y－1 の関係
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|ε|が0.2や0.3を超える

と近似が不正確になっ
ている



対数線形(log-linear)モデル

ln(𝑌) = 𝛼 + 𝛽𝑋 + 𝑢
𝛽： 𝑋が1単位変化すると、𝑌は100 × 𝛽%変化する

[証明]  𝑋が𝑋′に変化したとき、ln(𝑌)からln(𝑌′)への変化は、
ln(𝑌′) − ln(𝑌) = (𝛼 + 𝛽𝑋′

ln(𝑌′)

) − (𝛼 + 𝛽𝑋
ln(𝑌)

)

= 𝛽(𝑋′ − 𝑋)

この関係式を、𝛽について解くと、

𝛽 =
ln(𝑌′) − ln(𝑌)

𝑋′ − 𝑋
=
ln

𝑌′

𝑌

𝑋′ − 𝑋
=
ln 1 +

𝑌′ − 𝑌
𝑌

𝑋′ − 𝑋
≈

𝑌′ − 𝑌
𝑌

𝑋′ − 𝑋
𝑌の変化が小さいなら、

𝑌′−𝑌

𝑌
= 𝛽 (𝑋′ − 𝑋)
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𝑌の変化が大きいなら、

ln 1 +
𝑌′ − 𝑌

𝑌
≠
𝑌′ − 𝑌

𝑌

この場合、近似を使うことができない。

𝛽 =
ln(𝑌′) − ln(𝑌)

𝑋′ − 𝑋
=
ln

𝑌′

𝑌

𝑋′ − 𝑋
=
ln 1 +

𝑌′ − 𝑌
𝑌

𝑋′ − 𝑋
ここで、 𝑋′ − 𝑋 = 1とすると、

𝛽 = ln 1 +
𝑌′ − 𝑌

𝑌

このため、

𝑒𝛽 = 1 +
𝑌′−𝑌

𝑌
𝑌′ − 𝑌

𝑌
= 𝑒𝛽 − 1
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対数近似の注意点



例: 重力モデル－－対数対数モデルの例

・ 万有引力の法則: 「2つの物体間に働く力(𝐹)」は、

それぞれの質量(𝑀、𝑚)と相互の距離(𝑟)に依存する

𝐹 = 𝐺
𝑀𝑚

𝑟2

--- 𝐺は万有引力定数

・ 重力モデル: 「2国間の貿易量(𝑇𝑟𝑎𝑑𝑒𝑖𝑗)」は、それぞれの

GDP(𝐺𝐷𝑃𝑖、𝐺𝐷𝑃𝑗)と相互の距離(𝐷𝑖𝑗)に依存する

𝑇𝑟𝑎𝑑𝑒𝑖𝑗 = 𝐴
𝐺𝐷𝑃𝑖𝐺𝐷𝑃𝑗

𝐷𝑖𝑗
𝑒𝑢𝑖𝑗

---両辺の対数をとると、対数対数モデルになる

ln 𝑇𝑟𝑎𝑑𝑒𝑖𝑗 = ln 𝐴 + 𝛽1 ln 𝐺𝐷𝑃𝑖 + 𝛽2 ln 𝐺𝐷𝑃𝑗 + 𝛽3ln(𝐷𝑖𝑗) + 𝑢𝑖𝑗

---非常に当てはまりの良いモデル
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重力モデルの問題

・ 本当の重力モデル

𝑇𝑟𝑎𝑑𝑒𝑖𝑗 = 𝐴
𝐺𝐷𝑃𝑖𝐺𝐷𝑃𝑗

𝐷𝑖𝑗
+ 𝑢𝑖𝑗

---そのままでは対数をとることができない

---対数をとるため、

𝑇𝑟𝑎𝑑𝑒𝑖𝑗 = 𝐴
𝐺𝐷𝑃𝑖𝐺𝐷𝑃𝑗

𝐷𝑖𝑗
1 +

1

𝐴

𝐷𝑖𝑗
𝐺𝐷𝑃𝑖𝐺𝐷𝑃𝑗

𝑢𝑖𝑗

---両辺の対数をとると、
ln 𝑇𝑟𝑎𝑑𝑒𝑖𝑗 = ln 𝐴 + 𝛽1 ln 𝐺𝐷𝑃𝑖 + 𝛽2 ln 𝐺𝐷𝑃𝑗 + 𝛽3 ln 𝐷𝑖𝑗 + 𝑙𝑛(𝜂𝑖𝑗)

しかし、説明変数と𝜂𝑖𝑗は相関してしまう

---非線形最小2乗法もしくはポアソン回帰を用いる

(推定方法は、教科書サポートウェブサイトの「カウントデータ」、

「貿易における重力モデル」を参照)
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= 𝜂𝑖𝑗



・幾何平均 (𝒀𝟏 × 𝒀𝟐 ×⋯× 𝒀𝒏)
𝟏/𝒏

平均変化率を求めるための指標

<例>株価変化率70%、-20%、10%なら、

株価は1.7倍、0.8倍、1.1倍となる(計1.7×0.8×1.1=1.496倍)

幾何平均 (1.7 × 0.8 × 1.1)1/3= 1.144 (計 1.1443=1.496倍)

    平均          1.2 = (1.7 + 0.8 + 1.1)/3 (計1.23=1.728倍)

・対数の平均は、幾何平均の対数である

1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

ln(𝑌𝑖) = ln 𝑌1 × 𝑌2 ×⋯× 𝑌𝑛
1
𝑛



(a)𝑋𝑖：男所得、𝑍𝑖：女所得(男𝑛1人、女𝑛2人)
1

𝑛1
෍

𝑖=1

𝑛1
ln(𝑋𝑖) −

1

𝑛2
෍

𝑖=1

𝑛2
ln(𝑍𝑖)

= ln 𝑋1 × 𝑋2 ×⋯× 𝑋𝑛1

1
𝑛1 − ln 𝑍1 × 𝑍2 ×⋯× 𝑍𝑛2

1
𝑛2

= ln
𝑋1 × 𝑋2 ×⋯× 𝑋𝑛1

1
𝑛1

𝑍1 × 𝑍2 ×⋯× 𝑍𝑛2

1
𝑛2

= ln 1 +
𝑋1 × 𝑋2 ×⋯× 𝑋𝑛1

1
𝑛1 − 𝑍1 × 𝑍2 ×⋯× 𝑍𝑛2

1
𝑛2

𝑍1 × 𝑍2 ×⋯× 𝑍𝑛2

1
𝑛2

≈
𝑋1 × 𝑋2 ×⋯× 𝑋𝑛1

1
𝑛1 − 𝑍1 × 𝑍2 ×⋯× 𝑍𝑛2

1
𝑛2

𝑍1 × 𝑍2 ×⋯× 𝑍𝑛2

1
𝑛2

対数平均の差が0.3なら、男性は女性より平均で所得が30%高い
といって誤りではないが、厳密には、平均は幾何平均である



(b) Yを所得、Xを教育年数としたところβは0.1と推定された

         ln(𝑌) = 𝛼 + 𝛽𝑋 + 𝑢

このとき、 ො𝛼の公式から、

ln(𝑌) =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

ln(𝑌𝑖) = ො𝛼 + መ𝛽 ሜ𝑋

 ሜ𝑋が1年増えると、 ln(𝑌)からln(𝑌)′に変化する

ln(𝑌)′ = ො𝛼 + መ𝛽( ሜ𝑋 + 1)

よって、

ln 𝑌 ′ − ln 𝑌 = ො𝛼 + መ𝛽 ሜ𝑋 + 1 − ො𝛼 + መ𝛽 ሜ𝑋

 = መ𝛽

教育年数が1年増えると、所得は平均して10%増える(幾何平均であ
ることに注意)



対数線形モデルから𝑌𝑖を予測する

・ E[ln(𝑌𝑖)]ではなく、E[𝑌𝑖]に関心がある 

・対数線形モデルln 𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑋𝑖 + 𝑢𝑖なら
𝑌𝑖 = 𝑒𝛼+𝛽𝑋𝑖𝑒𝑢𝑖

𝐸[𝑌𝑖] = 𝑒𝛼+𝛽𝑋𝑖𝐸[𝑒𝑢𝑖]

・𝐸 𝑒𝑢𝑖 ≠ 𝑒𝐸[𝑢𝑖] = 1 (一般には、 𝐸 𝑒𝑢𝑖 > 1)

𝐸 𝑌𝑖 > 𝑒𝛼+𝛽𝑋𝑖
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𝑒𝑢
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スミアリング推定量(smearing estimate)

① ln 𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑋𝑖 + 𝑢𝑖をOLS推定し残差を計算

ො𝑢𝑖 = ln 𝑌𝑖 − ො𝛼 − መ𝛽𝑋𝑖

② 𝐸 𝑒𝑢𝑖 の推定量を計算

෣𝐸 𝑒𝑢𝑖 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑒ෝ𝑢𝑖

③ ෣𝐸 𝑒𝑢𝑖 を用いて𝐸[𝑌𝑖] = 𝑒𝛼+𝛽𝑋𝑖𝐸[𝑒𝑢𝑖]を推定

𝑒𝛼+𝛽𝑋𝑖 ෣𝐸 𝑒𝑢𝑖
24


	スライド 1: 第6章 定式化 練習問題
	スライド 2
	スライド 3
	スライド 4
	スライド 5
	スライド 6
	スライド 7
	スライド 8
	スライド 9
	スライド 10
	スライド 11
	スライド 12
	スライド 13
	スライド 14: 図 A - 2 　ln(y) と直線 y－1 の関係
	スライド 15
	スライド 16
	スライド 17: 対数近似の注意点
	スライド 18
	スライド 19
	スライド 20
	スライド 21
	スライド 22
	スライド 23
	スライド 24

