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・ 和記法

--- Σ記号の意味

---線形変換

---変数が2つある場合

・ 指数関数

---指数関数の定義と性質

--- ネイピア数

・ 対数関数

---対数関数の定義と性質



和記法



データ {𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛−1, 𝑋𝑛}は𝑛個

・ Σ記号の使い方

෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 = 𝑋1 + 𝑋2+. . . +𝑋𝑛−1 + 𝑋𝑛

---𝑋1(i=1のとき)から𝑋𝑛(i=nのとき)まで和をとる

---数式の簡潔な表現ができて便利

(例)

෍

𝑖=5

10

𝑋𝑖 = 𝑋5 + 𝑋6 + 𝑋7 + 𝑋8 + 𝑋9 + 𝑋10

1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 =
1

𝑛
(𝑋1 + 𝑋2+. . . +𝑋𝑛−1 + 𝑋𝑛)



・線形変換𝑎 + 𝑏𝑋𝑖
--- 𝑎と𝑏は任意の定数

--- 𝑎 = 3、𝑏 = 4なら、𝑋𝑖 = 2のとき3 + 4 × 2 = 11

• σ𝑖=1
𝑛 (𝑎 + 𝑏𝑋𝑖) = 𝑛𝑎 + 𝑏σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖
[証明] 

෍

𝑖=1

𝑛

(𝑎 + 𝑏𝑋𝑖) = 𝑎 + 𝑏𝑋1 + 𝑎 + 𝑏𝑋2 +. . . + 𝑎 + 𝑏𝑋𝑛

= (𝑎 + 𝑎+. . . . +𝑎

𝑛個

) + (𝑏𝑋1 + 𝑏𝑋2+. . . +𝑏𝑋𝑛)

= 𝑛𝑎 + 𝑏(𝑋1 + 𝑋2+. . . 𝑋𝑛) = 𝑛𝑎 + 𝑏෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖

---定数の和は𝑛×定数( σ𝑖=1
𝑛 𝑎 = 𝑛𝑎 )

---定数はΣ記号の外に出せる( σ𝑖=1
𝑛 𝑏𝑋𝑖 = 𝑏σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖 )



(例) 加重平均

加重{𝜔1, 𝜔2,…, 𝜔𝑛} 、𝜔𝑖 ≥ 0、 σ𝑖=1
𝑛 𝜔𝑖 = 1のとき

෍

𝑖=1

𝑛

𝜔𝑖𝑋𝑖 = 𝜔1𝑋1 + 𝜔2𝑋2 +⋯+𝜔𝑛−1𝑋𝑛−1 +𝜔𝑛𝑋𝑛

は加重平均と呼ばれる。

---標本平均は加重平均の1つ

[証明]

𝜔𝑖 =
1

𝑛
なら、加重平均は標本平均となる

෍

𝑖=1

𝑛
1

𝑛
𝑋𝑖 =

1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖



・変数が2つある場合

{𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛−1, 𝑋𝑛}、{𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝑌𝑛}

𝑋𝑖 + 𝑌𝑖の総和は、 𝑋𝑖の総和+𝑌𝑖の総和

[証明] 

෍

𝑖=1

𝑛

(𝑋𝑖 + 𝑌𝑖) = 𝑋1 + 𝑌1 + 𝑋2 + 𝑌2 +. . . +(𝑋𝑛−1 + 𝑌𝑛−1) + (𝑋𝑛 + 𝑌𝑛)

= (𝑋1 + 𝑋2+. . . +𝑋𝑛−1 + 𝑋𝑛) + (𝑌1 + 𝑌2+. . . +𝑌𝑛−1 + 𝑌𝑛)

=෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 +෍

𝑖=1

𝑛

𝑌𝑖



--- 𝑋𝑖 + 𝑌𝑖の2乗和は、𝑋𝑖と𝑌𝑖の2乗和と2× 𝑋𝑖𝑌𝑖の積和

෍

𝑖=1

𝑛

(𝑋𝑖 + 𝑌𝑖)
2 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖
2 +෍

𝑖=1

𝑛

𝑌𝑖
2 + 2෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖𝑌𝑖

[証明] 

෍

𝑖=1

𝑛

(𝑋𝑖 + 𝑌𝑖)
2 =෍

𝑖=1

𝑛

(𝑋𝑖
2 + 𝑌𝑖

2 + 2𝑋𝑖𝑌𝑖)

= (𝑋1
2 + 𝑌1

2 + 2𝑋1𝑌1)+. . . +(𝑋𝑛
2 + 𝑌𝑛

2 + 2𝑋𝑛𝑌𝑛)

= (𝑋1
2+. . . +𝑋𝑛

2) + (𝑌1
2+. . . +𝑌𝑛

2) + 2(𝑋1𝑌1+. . . +𝑋𝑛𝑌𝑛)

=෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖
2 +෍

𝑖=1

𝑛

𝑌𝑖
2 + 2෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖𝑌𝑖



指数関数



・ 指数関数：𝑎𝑥となる関数(底𝑎、指数𝑥)

𝑎𝑥 = 𝑎𝑎⋯𝑎𝑎

𝑎が𝑥個ある
---底𝑎は1を除く正の実数、指数は実数とする

(例) 21 = 2、22 = 2 × 2 = 4、23 = 2 × 2 × 2 = 8

---右肩の数字(指数)が1増えると𝑎倍

右肩の数字が1減ると1/𝑎倍に

---性質(1) 𝑎0 = 1、 2 𝑎−𝑥 =
1

𝑎𝑥



指数関数の性質

正の実数である𝑥と𝑧に対して

1 𝑎0 = 1、 2 𝑎−𝑥 =
1

𝑎𝑥
、

3 𝑎𝑥𝑎𝑧 = 𝑎𝑥+𝑧、 4
𝑎𝑥

𝑎𝑧
= 𝑎𝑥−𝑧、 5 𝑎𝑥 𝑧 = 𝑎𝑥𝑧

[証明]

(3) 𝑎𝑥𝑎𝑧 = (𝑎𝑎⋯𝑎𝑎

𝑥個

)(𝑎𝑎⋯𝑎𝑎

z個

) = 𝑎𝑎⋯𝑎𝑎

𝑥+𝑧個

= 𝑎𝑥+𝑧

(4)
𝑎𝑥

𝑎𝑧
=

𝑎𝑎...𝑎𝑎
𝑥個

𝑎𝑎...𝑎𝑎

𝑧個

= 𝑎𝑥−𝑧

(5) (𝑎𝑥)𝑧 = 𝑎𝑥 𝑎𝑥 … 𝑎𝑥 𝑎𝑥

𝑎𝑥が𝑧個

= 𝑎𝑥𝑧



指数関数の性質

正の実数である𝑥と𝑧に対して

1 𝑎0 = 1、 2 𝑎−𝑥 =
1

𝑎𝑥
、

3 𝑎𝑥𝑎𝑧 = 𝑎𝑥+𝑧、 4
𝑎𝑥

𝑎𝑧
= 𝑎𝑥−𝑧、 5 𝑎𝑥 𝑧 = 𝑎𝑥𝑧

----簡単な数値例
2528 = 213

32

35
= 3−3 =

1

33

55
8
= 540



ネイピア数

ネイピア数𝑒は

𝑒 = 𝑙𝑖𝑚𝑚→∞ 1 +
1

𝑚

𝑚

--- 1 +
1

1

1
= 2、 1 +

1

2

2
= 2.25、 1 +

1

3

3
= 2.37、 1 +

1

4

4
= 2.44



---正規分布もネイピア数を使っている
1

2𝜋
𝑒−

𝑥2

2



対数関数



・ 対数関数：𝑦 = 𝑎𝑥のとき、指数𝑥は𝑎を底とする

𝑦の対数と呼ばれる
𝑥 = log𝑎 𝑦

--- 𝑎𝑥は常に正であるため、 𝑦が正の値のときだけ対数を

定義できる(0や負だと定義できない)

例)   24 = 16から
log2 16 = 4

103 = 1000から

log10 1000 = 3



・自然対数(底をネイピア数𝑒とした対数)

--- log𝑒 𝑦 は、ln 𝑦 もしくはln 𝑦と表記する

--- 𝑦 < 1ならln 𝑦 < 0、𝑦 = 1ならln 𝑦 = 0、

𝑦 > 1ならln 𝑦 > 0

(例) 𝑒−2 = 1
2.7182

= 0.0135、𝑒−1 = 1
2.718

= 0.368、𝑒0 = 1、𝑒1 = 2.718、𝑒2 = 7.389

ln 0.0135 = −2、 ln 0.368 = −1、 ln 1 = 0、ln 2.718 = 1、ln 7.389 = 2
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-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

ln(y)

y



対数関数の性質

正の実数である𝑥と𝑦に対して

(1) ln 𝑥𝑦 = ln 𝑥 + ln 𝑦 、 (2)   ln
𝑥

𝑦
= ln 𝑥 − ln 𝑦

(3) ln 𝑎𝑥 = 𝑥 ln 𝑎

[証明] 
(1) 𝑦 = 𝑒𝑥 ⇔ 𝑥 = ln 𝑦 から

𝑦 = 𝑒𝑥 = 𝑒ln(y)

この結果から

𝑥𝑦 = 𝑒ln(𝑥)𝑒ln(𝑦) = 𝑒ln(𝑥)+ln 𝑦

さらに対数をとると

ln 𝑥𝑦 = ln 𝑒ln(𝑥)+ln 𝑦 = ln(𝑥) + ln 𝑦

(2)   
𝑥

𝑦
=

𝑒ln(𝑥)

𝑒ln(𝑦)
= 𝑒ln(𝑥)−ln 𝑦 から

ln 𝑥
𝑦 = ln 𝑒ln(𝑥)−ln 𝑦 = ln(𝑥)− ln 𝑦

(3)   𝑎𝑥= 𝑒ln 𝑎
𝑥
= 𝑒𝑥 ln 𝑎 から

ln 𝑎𝑥 = ln 𝑒𝑥 ln 𝑎 = 𝑥 ln 𝑎

指数関数の性質
3 𝑎𝑥𝑎𝑧 = 𝑎𝑥+𝑧

指数関数の性質

4
𝑎𝑥

𝑎𝑧
= 𝑎𝑥−𝑧

指数関数の性質
5 𝑎𝑥 𝑧 = 𝑎𝑥𝑧



・ 対数の差は変化率と解釈される

ln 𝑦𝑡 − ln 𝑦𝑡−1 = ln
𝑦𝑡
𝑦𝑡−1

= ln 1 +
𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−1
𝑦𝑡−1

≈
𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−1
𝑦𝑡−1

[補足] 𝜀が0に近い値であれば(正でも負でも)、
ln 1 + 𝜀 ≈ 𝜀

𝑦 = 1付近では、ln 𝑦 ≈ 𝑦 − 1
𝑦 = 1 + 𝜀と設定すると、
𝜀が0に近いとき

ln 1 + 𝜀 ≈ 1 + 𝜀 − 1 = 𝜀

ln(y) と直線 y－1 の関係



・ 日本のGDP

変化率と対数差
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